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CHAPITRE  PREMIER. 

INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES. 

294.  Nous  avons  indiqué  dans  le  premier  livre  [chap.  III 
et  IV]  les  principes  de  la  théorie  des  quadratures  et  de  Tin- 
tégration  des  fonctions  d'une  seule  variahle  :  principe  dont 
la  connaissance  nous  était  dès  lors  utile,  tant  pour  nous 
tonner  une  idée  générale  de  la  nature  et  des  appUcations 
de  Tanalyse  infinitésimale,  que  pour  Téclaircissement  de 
certains  points  dé  doctrine  que  Ton  a  coutmne  de  rattacher 
au  calcul  différentiel.  Maintenant  nous  entrons  dans  le  cal- 
cul intégral  proprement  dit  ;  et  il  s'agit  d'ahord  d'étudier 
les  procédés  d'après  lesquels,  étant  donnée  une  fonction 
différentielle  d'une  seule  variable,  on  en  trouve  l'intégrale, 
quand  on  peut  exprimer  analytiquement  cette  intégrale 
sous  forme  finie,  en  n'employant  que  les  fonctions  algébri- 
ques ou  les  fonctions  transcendantes  déjà  connues. 

T.  II.  -1 
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Lorsque,  pour  intégrer  une  fonction  fxdx,  on  la  décom- 
pose en  plusieurs  autres  dont  on  connaît  les  intégrales,  ce 
procédé  s'appelle  intégration  par  décomposition.  Exemple  : 

y'*      ite         Msin^x  +  cos*x)dx /»  dr     ,    f  ^^ 
sin*  X  cos*a?     J       sin'a?  cos*rr           ^^  coi'a?      *^  sin'o: 

=  tang  a?  —  cot  07  +  const. 
Si  Ton  pose 

X  =  ft,    dx  =z  ftdt, 

la  fonction  fxdx  deviendra  une  fonction  différentielle  de  t^ 

de  la  forme 

f{<ft).f'tdt. 

En  admettant  que  Ton  sache  intégrer  cette  dernière  fonc- 
tion, il  suffira  de  substituer  pour  t,  après  l'intégration,  sa 
valeur  en  x,  et  Ton  aura  l'intégrale  de  la  proposée.  Ce  pro- 
cédé s'appelle  intégration  j^ar  substitution. 
Ainsi,  pour  avoir  Tintégrale 

/'  xdx 
X*  +  a*' 

on  posera 

I 

a*  ==  t.  d'où  xdx  =  -  dt: 

2 

l'intégrale  proposée  deviendra 

4  4 

-  log  {t  +  a*)  +  cofut.  =  -  log  {x*  +  a")  +  cùnst. 


4    /^    rf^ 


Ces  deux  artifices  de  calcul,  joints  à  celui  de  Yintégrch- 
iion  des  parties  [55],  sont  d'un  usage  continuel,  et  la  pra- 
tique apprend  à  les  combiner  de  manière  à  arriver  par  la 
voie  la  plus  courte  au  résultat  cherché  :  on  en  verra  de 
nombreux  exemples  dans  ce  qui  doit  suivre. 

$  4".  Fonctions  rationnelles. 

295.  Une  fonction  différentielle  de  Xy  algébrique,  ration- 
nelle et  entière,  peut  toujours  se  décomposer  en  monômes 
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de  la  forme  ax^dx^  et  par  conséquent  peut  toujours  s'inté- 
grer algébriquement,  puisqu^on  a,  par  le  renversement  des 
règles  de  la  difiérentîation 

arax  = +  comt,  (a) 

m  f  4  ^  ' 

Quelquefois  cette  opération  s'abrège  par  des  substitutions. 
Soit,  par  exemple, 

dy-zziax-^  by  dw : 

on  posera  ax'\'b=Ltj  et  il  viendra 

4   /-    ,  ^  +*  (ax  +  Vr^ 

»=:;  /  ^*  =  —i T^  +  ^<^^-  =  '—, — V  -^  ^^^'      (0 

Les  formules  (a)  et  (i)  subsistent  pour  des  valeiu^  de  m 
positives  ou  négatives,  entières  ou  fractionnaires,  ou  même 
irralionnelles.  Elles  ne  tombent  en  défaut  que  pour  la  va- 
leur m= — 1 ,  qui  rend  infini  le  terme 

w  +  1' 

et  en  effet  Ton  sait  que  dans  ce  cas 

/dx       ^  (b) 

— ==  log  X  4-  const. 
X 

En  passant  aux  intégrales  définies,  on  a 

« 

x*dx  =: ;  (c) 

et  quand  on  fait  dans  le  second  membre  de  Téquation  pré- 
cédente m= — 1 ,  il  se  présente  sous  la  forme  f ,  ce  qui  nous 
montre  que  le  second  membre  de  l'équation  (a),  dans  la 
même  hypothèse,  n'est  pas  infini ,  mais  indéterminé,  à 
cause  de  la  constante  arbitraire  qu'il  renferme  et  qui  doit 
être  supposée  infinie^  en  même  temps  que  le  terme  variable. 


I 

i 
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Ona 

dm  ^  ' 

donc,  si  Ton  applique  au  second  membre  de  Téquatioa  (r) 
la  règle  ordinaire  pour  la  détermination  des  valeurs  qui  se 
présentent  sous  la  forme  indéterminée  •;,  on  trouvera 


/ 


\s  dx 

—  =  log  a?  —  log  »„ 

s.    X 


ainsi  qu'on  le  conclurait  directement  de  la  formule  {b). 
Soit 

fx  désignant  une  fonction  algébrique  entière,  et  m  un  nom- 
bre entier  positif  :  on  posera,  comme  ci-dessus,  ctx+b^rU  ; 
et  après  qu'on  aura  substitué  pour  Xj  dans  fx,  sa  valeur 
en  t  ;  et  effectué  les  développements  des  puissances,  la  dif- 
férentielle dy  sera  la  somme  de  termes  de  la  forme 

N  désignant  un  coefficient  constant  ;  au  moyen  de  quoi  la 
détermination  de  l'intégrale  y  sera  ramenée  à  l'intégration 
d'une  suite  de  différentielles  monômes. 

296.  En  général,  une  fonction  différentielle  algébrique, 
rationnelle  et  fractionnaire,  est  formée  d'une  suite  de  termes 
de  la  forme 

gd^,  («0 

fxj  Fx  désignant  deux  polynômes  entiers  en  x,  et  l'on  peut 
toujours  admettre  que  le  numérateur  fx  est  d'un  degré  in- 
férieur à  celui  de  Vx  :  autrement  on  effectuerait  la  division 
algébrique,  et  l'on  transformerait  la  fonction  proposée  en 

¥x       ' 


INTÉGRATION   DES   FONCTIONS   ALGÉBRIQUES.  5 

fx  désignant  une  fonction  entière  et  f^x  une  fonction  de  de- 
gré inférieur  à  celui  de  Fx:  en  sorte  que  l'intégration  de  la 
fonction  {d)  serait  ramenée  à  celle  de  la  fonction 

Fx 
Ceci  admis,  supposons  que  Téquation  algébrique 

Fa?  =  0  (F) 

n'ait  point  de  racines  multiples,  et  soient 

a,  a,,...  a±:p\/^K^    «i  db]3,  V'^,  etc., 

ses  racines,  réelles  et  imaginaires  :  on  pourra  poser 

Or,  on  a  (les  coefficients  A,,  M.,  N<  désignant  des  con- 
stantes) 

=  Ailog  (X  —  a,)  +  const., 

X  —  Oi 

/'UiOt  +  Ni     dx 

y^iMéO?  +  N<)  dx p  Ui(x  ^  g.)  dx 
(a?— «.)«  + 13.*  ~*/  (a?  —  «..)•  + 13,«  "^ 


ft       '  ft 


y 


=  ylog  [(iP— ^.)*+ M  +  — -z arc  tang  ^— r^J  +  <^^^^'> 

en  sorte  que  Ton  obtient  l'intégrale  de  tous  les  termes  dans 
lesquels  se  trouve  décomposée  la  fonction  (d),  et  par  consé- 
quent l'intégrale  de  cette  fonction  même. 

On  déterminerait  les  coefficients  A,,  M^,  N,  par  les  règles 
ordinaires  de  l'algèbre,  en  faisant  disparaître  les  dénomina- 
teurs dans  l'équation  (2)  qui  doit  être  identique,  et  en  éga- 
lant séparément  à  zéro,  après  le  développement,  les  facteurs 
qui  multiplent  chaque  puissance  de  x.  On  obtiendrait  ainsi 
autant  d'équations  du  premier  degré  entre  les  inconnues 
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qu'il  y  a  d'inconnues  à  détenniner  :  mais  on  peut  aussi  les 
calculer  directement  par  le  procédé  suivant. 

Ona 

fx Al  ix.{x  —  «i) 

Fi       a?  — a.  F^       * 

fx  désignant  une  fonction  entière  de  x  que  l'on  obtient  par 
la  réduction  au  même  dénominateur  de  toutes  les  fractions, 

autres  que  '  _ .  qui  entrent  dans  le  second  membre  de 
l'équation  (2).  De  là  on  tire 

Fx 

fx  =  ki hïa?.(»  — a,). 

X —  a. 

Lorsqu'on  fait  dans  cette  dernière  équation  a;=:ra, ,  le  terme 

îx.  {x — a)  s'en  va,  la  fraction  ^_^  se  présente  sous  la 

forme  |,  et  sa  vraie  valeur  est  P'a^,  quantité  finie  et,  difTé- 
rente  de  zéro,  puisque,  par  hypothèse ,  a,  est  une  racine 
simple  de  l'équation  (F)  :  doue  on  a 


Il  viendrait  de  même 


^=F'ar 


d'où  _ 

M,  (a,  ±  /3V^)  +  N,  =  ±  2ft  v/^  ^^T^KT^V       <^> 

équation  qui  se  décompose  en  deux  autres,  à  cause  du  ra- 
dical l/"^,  et  qui  suffit  pour  déterminer  les  coefficients 

297.  Si  l'équation  (F]  a  r  racines  réelles  égales  à  a,  on 
ne  peut  plus  poser 

fx         A'  A''  At')     ,      A,     ^  ^ 

--  = h- -H h  etc.; 

¥x       X  —  a       x  —  a  0?— a       x — a. 
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car,  à^auise  de  Findétermination  des  coefficients  A',  A',  etc. , 
cette  équation  ne  différerait  pas  de 

f^         A.     ,      A.      . 

F-  = +  — —  +  etc., 

et  Ton  n'aurait  plus  le  nombre  de  coefficients  nécessaire 
pour  établir  l'identité  ;  mais  on  fera 

fx A^  A^  At^'^  A(o  At 

d'où 

/x  =  AwP4a?+A('-*>(a?-a)F4«+  ...  +  A" (a?  —  a)'-*  F, a; 

+  A'  (x  —  a)'-»  FtX  +  [x  —  ay  f x,  (4) 

en  désignant,  pour  abréger,  F^x  par  le  polynôme  entier 

Fx 

{x  —  a)'* 

et  par  £r  la  fonction  entière  qui  est  le  numérateur  de  la 

somme  des  fractions 

A,            A, 
— -^  H = — f-  etc., 

X  —  ttj       op— a, 

après  qu'on  les  a  réduites  au  même  dénominateur. 

On  soumet  l'équation  (4)  à  r — 1  différentiations  succes- 
sives, et  l'on  fait  ensuite  x — a,  tant  dans  cette  équation 
que  dans  ses  différentielles,  ce  qui  donne  : 

fé>=A^'¥ia, 

fa  =  AC'¥\a  +  Aî^*T,o, 


et  par  le  moyen  de  ces  équations  on  détermine  successive- 
ment les  coefficients  k^'\  A^^'\  A«'"%...  A',  A'.  Il  est  visible 
d'ailleurs  qu'après  la  décomposition  de  la  fonction  fraction- 
naire proposée,  chaque  terme  de  la  forme 
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■  dx 

{X^ay 

s'intègre  algébriquement,  à  l'exception  du  terme 

dx, 

x  —  a 

qui  s'intègre  par  logarithmes. 

Lorsque  la  racine  a  est  inconunensurable^  le  polynôme 
F'o;  a  des  coefficients  incommensurables^  même  dans  le  cas 
où  le  polynôme  Yx  n'slurait  que  des  coefficients  rationnels  : 
il  est  donc  utile  de  savoir  calculer  les  quantités  F'a,  F'ia, 
F'ia,  etc.,  qui  entrent  dans  les  équations  (5),  sans  avoir  be- 
soin de  former  e  polynôme  Y^x.  Or,  puisque,  par  hypothèse 

Fa?  «  (x  —  ay  F^Xy 
on  a 

FWo?  =  (a?  —  o)''  F^tOo?  -H  L  .r  (a?  —  a)*^»  F,^'-'^x 

+  î^^^  tir^i)  (x—a)'-*  F.('-»)a?  +  etc., 
la  suite  se  prolongeant  jusqu'au  terme 

tir—i)  (r— 2)...(r— 1  +  4)  (ar— o)-^F,x, 

pour  les  valeurs  de  i<r,  et  jusqu'au  terme 

'    ^  g3      ; ■  .r(r- 4)... 3.2.4  (r  -  a)*  F/'-'a? 

=  i(t  —  4)  (»•  -  2) ...(»-  r  +  4)  Fj^-'J?, 

pour  les  valeurs  de  i>r.  Ce  dernier  terme  étant  le  seul  qui 
ne  s'évanouisse  pas  quand  on  fait  x=!a,  il  vient 

F"a  =  r(r—  4)  (r  — 2). .  .3.2.4  .F^a, 
F'+«a  =  (r  +  4)  r{r— 4)... 4. 3.2.F',o, 
F^'^^)  o  =  (r  +  2)  (r  +  4)r. .  .ô.i.S.F'ja,  etc.; 

et  par  suite  on  pourra  chasser  F.o,  F'.a,  F>,  etc.,  des 
équations  (5). 
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298.  Si  l'équation  (F)  avait  des  racines  imaginaires  mul« 
tipleSy  Fx  admettant  pour  facteur 

on  poserait 

F«  ""  (0?  —  «)»  +  i&*  ■*■  [  (a?  -  «y  +  iS»p  "^  •  •  • 

M('5j?  +  W')  A^ 

'^TTZ ,1  ,   crtr  "• hôte., 

[{X  —  a)"  +  /S*]'       a:  —  a^ 

et  réquation  (4)  se  trouverait  remplacée  par 

fx  =r  (M«a?  +  N('5)  F^aî  4-  Mî'-»>[(a?  —  «)^  +/3»]  F^a?  +  ... 
+  (M'a?  +  N')  [fa?  —  «)•  +  /5»]-»  F^a:  +  [(a?  —  «)•  +  |5»]'  &. 

On  prendrait  les  dérivées  successives  de  cette  dernière 
équation;  on  ferait  ensuite  a5=a+|3i/IIT,  et  Ton  aurait  le 
nombre  d'équations  nécessaire  pour  déterminer  tous  les 
coefficients  M^'^  N^'\ 

Admettons  que  ce  calcul  soit  effectué  :  il  s'agira  d'inté- 
grer une  suite  de  termes  de  la  forme 

(M^^a?+N^*))(te 
pour  les  valeurs  de  i  plus  grandes  que  l'unité.  Or,  on  a 

MfO  «  4-  m    dx 

r(W^  X  +  W^  dx /'M<')  (a?  —  a)  dx       \  "^^       '  7* 

J  [(X  —  o)^  +  f\^~J  [(a?— a)«  +  iS«]'  + 


en  posant,  pour  simplifier, 

a?  —  a 

Il  vient  emuite 


MWg  +  W^  /'     dt 


p 

M'" 


=  ^ 


/■    dt     _  p     it  /'   <*rf<  . 


(f  +  4)* 
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D'ailleurs,  le  procédé  de  rintégration  par  parties^  appli- 
qué à  la  fonction 

t^dt         t      9idt 


donne 

Par  la  substitution  de  cette  valeur  dans  Téquation  (6),  on 
obtient 

^     dt     t  2i  —  3   f^     dt 

Mais  en  appliquant  le  même  procédé,  on  ramène  l'intégrale 

et  finalement  de  l'intégrale 

/dt 
-=  arc  tang  t  +  const.z 

après  quoi^  il  n'y  a  plus  qu'à  remettre  pour  t  sa  valeur  en 
fonction  de  x. 

En  résumé,  cette  analyse  montre  que  l'on  ramène  à  la 
résolution  des  équations  algébriques  l'intégration  de  toute 
fonction  différentielle,  rationnelle  et  fractionnaire  ;  et  que 
l'intégrale  d'une  fonction  de  cette  espèce  s'exprime  toujours 
par  des  fonctions  algébriques  rationnelles,  et  par  des  fonc- 
tions logarithmiques  et  circulaires. 

299.  Quand  la  fonction  différentielle,  sans  cesser  d'être 
algébrique,  devient  irrationnelle,  son  intégrale,  lorsqu'elle 
existe  sous  forme  algébrique,  doit  renfermer  tous  les  radi- 
caux irréductibles  qui  entrent  dans  la  fonction  différentielle, 
et  n'en  peut  pas  renfermer  d'autres  :  ce  qui  revient  à  dire 
que  l'aire  d'une  courbe  algébrique  doit  avoir,  en  fonction 
de  l'abscisse,  précisément  autant  de  valeurs  (réelles  ou  ima- 
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^naires)  que  rordonnée  en  comporte,  ou  autant  que  la 
courbe  a  de  branches  (réelles  ou  imaginaires). 

Deux  habiles  géomètres  de  cette  époque,  Abel  et  M.  Liou- 
ville,  ont  fait  connaître  des  méthodes  d'après  lesquelles  on 
peut  reconnaître  si  une  fonction  irrationnelle  comporte  une 
intégrale  algébrique  ou  logarithmique,  et  trouver  directe- 
ment cette  intégrale,  quand  elle  est  possible.  Mais  nous  ne 
les  suivrons  pas  dans  ces  généralités ,  plus  intéressantes 
pour  le  perfectionnement  de  la  théorie  que  pour  TutiUté  des 
apphcations. 

Les  fonctions  dont  TirrationnaUté  tient  à  la  présence 
d'un  radical  carré  sont  celles  qui  se  présentent  le  plus  sou- 
vent dans  les  questions  de  géométrie  et  de  mécanique,  et  il 
convient  que  nous  nous  occupions  plus  spécialement  de 
rintégration  des  fonctions  de  cette  classe. 

{  2.  Fonctions  à  radical  carré,  recouvrant  an  polynôme  du  premier  ou  du 

second  degré. 

300.  Si,  dans  la  fonction  à  intégrer,  entrent  rationnelle- 
ment la  variable  x  et  le  radical 


R=  V/a+6a?, 

en  sorte  que,  cette  fonction  étant  mise  sous  la  forme 

f  {x,  R) .  dx,  (e) 

f  soit  une  fonction  algébrique  rationnelle  de  x  et  de  R,  on 
posera  

d'où 

r*  — a     ^        %tdt  ^^, 

a?=— j— ,  dâ?=  — ;  (8) 

au  moyen  de  quoi  la  fonction  proposée  deviendra  de  la 
forme  Ftdt^  Ft  désignant  une  fonction  rationnelle  de  t. 


i2  LIYRE   V.   —  CHAPITRE   I. 

Admettons  que  le  radical  recouvre  un  polynôme  du  se- 
cond degré,  ou  qu'on  ait 


On  pourra,  sans  restreindre  la  généralité,  poser 

ce  qui  revient  à  changer  a;  en  77J ,  en  conservani  d'ailleurs 

aux  constantes  a,  b  leur  indétermination. 
Soit  en  premier  lieu 

on  posera  

ce  qui  donne 

^  =  x 79     R= — ^    .  , —  ,     ax= — TT- — TT— »*/ 

^t-i-b  <it  +  b  (2f  +  6)* 

et  par  la  substitution  de  ces  valeurs  la  fonction  (e)  sera 
rendue  rationnelle. 
S'il  s'agit  de  se  débarrasser  d'un  radical  de  la  forme 

on  représentera  par  a,  ^  les  racines  de  l'équation 

x^-^bx  —  az=0, 

racines  que  nous  supposerons  réelles,  sans  quoi  le  radical, 
restant  constamment  imaginaire,  rendrait  imaginaires  tous 
les  éléments  de  l'intégrale ,  et  par  conséquent  l'intégrale 
même. 
On  posera  ensuite 

y  a+te— ac"  =  i/(a>— a)  (P— a?)  =  (a?  —  «)  t, 

d'où 

^•+  1  f •  +  4  '  (^  +^)' 

et  -la  substitution  fera  disparaître  l'irrationnalité ,  comme 
dans  le  cas  précédent. 

L'irrationnalité  peut  encore  être  levée ,  lorsqu'elle  tient 
à  la  présence  simultanée  dans  la  fonction  f  de  deux  ra- 
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dicaux  

R  =  V/fl  +  to,    Ri  =i/fl4  +  M; 

car,  en  vertu  des  équations  (7)  et  (8),  on  aura 


ce  qui  fait  retomber  sur  le  cas  précédemment  traité. 
Exemples  : 

y=  --p: .log  I  - — T+  x\/c  +  v/môTc?  I  +  amst.    (9) 

dx 
ya-^  ox  —  ex* 


y=«_L.arctaiig[X'=.^^+^^ 

Pour 

_  dx 

dtf  = 


la  formule  (9)  donne 

y  =.  log  {x  4- 1/4  -i-x»)  -r  (?onsf ., 

ce  qui  s'accorde  avec  Tune  des  équations  du  n*  68. 

Pour 

dx 

on  tire  de  la  formule  (10)  


V  =—12  arc  tang  l/^  1 î  +  const. 

=  — arc  tang       ""*   -^  const.  (H) 

Mais  on  sait  d'ailleurs  que  la  valeur  de  y  est  dans  ce  cas 

y  =  arc  sin  x  -h  eonst.  (1 2) 

llfaut  donc  que  les  expressions  (11)  et  (12)  rentrent  Tune 
dans  l'autre  ;  et  en  effet,  si  l'on  pose 

arc  sin  a?  -  7,  ou  a?  =  sin  5», 
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les  équations  (11)  et  (12)  donneront 

te 

y  =  —  ^  +  9  +  canst.,    y  =  ^  +  const.^ 

expressions  équivalentes,  à  cause  de  l'indétermination  des 
constantes  arbitraires. 

*l  3.  FoDCtions  à  radical  carré,  recouvrant  un  polynôme  da  quatrième  degré. 

301 .  Nous  allons  entrer  dans  une  analyse  beaucoup  plus 
compliquée  en  discutant  le  cas  important  où  le  radical  qui 
entre  dans  la  fonction  f  est  de  la  forme 

R  =  V/a  +  te  +  ex*  +  rfx»  -f  ex*  J  (/") 

et  nous  remarquerons  d'abord  qu'on  peut  y  ramener  celui 
où  la  fonction  renfermerait  deux  radicaux 

V^a  +  Px  +  TXS      V^«i  -*-PiX+TiX*; 

car  on  chasserait  le  premier  en  posant,  d'après  ce  qui  a  été 
dit  ci-dessus, 

^=7: ; 

2^^  -I-  ô  * 

et  la  substitution  de  cette  valeur  de  x  dans  le  second  radical 

le  changerait  en  un  radical  de  la  forme  (/*). 

Nous  ferons  remarquer  en  second  lieu  que  toute  intégrale 

de  la  forme 

ff{w,  R)  dx, 

/* désignant  une  fonction  algébrique  par  rapport  à  a;  et  à 
R,  peut  être  ramenée  à  dépendre  d'une  autre  intégrale  de 

la  forme 

/•Fa?  . 

F  désignant  une  fonction  rationnelle.  En  effet,  f  {x,  R)  ne 
peut  avoir  que  la  forme 

y  +  R'J' 

*  +  Rt 
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f ,  f^,  9 y  W  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  a;.  Or,  si 
Ton  multiplie  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  $-R  W, 
on  la  mettra  sous  la  forme 

qui  équivaut  à 

Fx 
fx , 

R' 

f,  F  désignant  deux  fonctions  rationnelles  de  x. 

302.  Poiu»  simplifier  l'expression  du  radical  R,  sans  nuire 
à  la  généralité  du  problème  d'intégration  qui  nous  occupe, 
désignons  par  t  une  nouvelle  variable,  et  posons 

r  ^  8t 
xz=z : 

i  r  t 

nous  pourrons  disposer  des  coefficients  r  et  s,  de  manière  à 
faire  évanouir  dans  le  polynôme  R*  les  coefficients  des  puis- 
sances impaires  de  t;  et  il  s'agit  de  prouver  qu'on  satis- 
fait toujours  à  cette  double  condition  par  des  valeurs  réelles 
de  r,  s. 
Mettons  le  polynôme  R'  sous  la  forme 

S  P»  7?   ^  éiant  les  racines  de  l'équation  R'  =  0.  On  aura, 
en  substituant  pour  x  sa  valeur  en  t, 

_  e[r^a^(s-.)t]  [r~;?+(5-i3)q  [r^^^(s^y)t]  [r^$^(s^^)t] 

l^  +  ty  ' 

et  Ton  fera  évanouir  les  puissances  impaires  de  t ,  si  l'on 
pose 

(r_«)(,_p)  +  (r_^)(,-«)=0, 
{r  —  y)  (»—  i)  +  (r-  i)  [s  — y)  =  0, 

oa  bien 

«r«  —  (a +  p)  (r  +  «)  +  2«5  =  0, 
irs  —  {y+i){r  +  s)  +  V=0; 
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d'où 

_  . 2(«i3-YJ) 

«  +  iS  — (7  +  J)     ' 

Or,  d'après  la  composition  des  équations  du  second  degré, 
r  et  s  seront  des  quantités  réelles,  si  les  valeurs  de  r  -}-  s  et 
de  r  5  sont  elles-mêmes  réelles,  et  si  l'on  a  en  outre 

(r  H- »)»  —  4r»  >  0, 

OU,  en  substituant. 

Lorsque  les  quatre  racines  «,  P,  y,  *  sont  réelles,  il  est 
permis  de  supposer  que  ces  lettres  les  désignent  suivant 
leur  ordre  de  grandeur  ;  la  troisième  condition  sera  satis- 
faite, et  les  deux  autres  le  seront  indépendamment  de  toute 
supposition. 
Si  deux  racines  sont  imaginaires,  en  sorte  qu'on  ait 

les  valeurs  de  r  +  «  et  de  r  s  ne  cesseront  pas  d'être  réelles  : 
l'inégalité  (13)  deviendra 

[2^ -(7 +<?)]•  ^    [ 

et  sera  par  conséquent  vérifiée.  On  prouverait  aussi  facile- 
ment qu'il  en  est  encore  de  même,  quand  les  quatre  racines 
sont  imaginaires. 

A  la  vérité,  si  l'on  supposait  «  + 13  =y  +  <î ,  les  valeurs 
de  r-|-5  et  de  rs  deviendraient  infinies;  mais  on  aurait  en 
même  temps 

R«  =  e[a?«  —  (« .+ jg)  a?  +  «p]  [iF*  -  (a -h  jS)  a?  +  7^]  ; 
en  sorte  qu'il  suffirait  de  poser 
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pour  faire  évanouir  dans  R  les  puissances  impaires  de  t. 
Une  autre  exception  se  présenterait,  si  Ton  avait  « =y , 
j3  =  d;  carxilors  les  valeurs  de  r  +  «,  r  s  prendraient  la 
forme  f;  mais  il  est  visible  que  dans  ce  cas  le  polynôme 
R*  deviendrait  un  carré  parfait,  et  que  la  fonction  à  inté^r 

serait  rationnelle. 
303.  Nous  admettrons  donc  que  l'intégrale 

*Fxdx 

te) 


/ 


R 

est  toujours  ramenée  à  dépendre  d'une  autre  intégrale 


s 


Ri  ' 

Ri'  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  îj  qui  ne 
contient  point  de  puissances  impaires  de  la  variable  ;  ou^  ce 
qui  revient  au  même,  nous  admettrons  que,  dans  l'inté- 
grale (9),  le  radical  R  ne  contient  point  de  puissances  im- 
paires de  X. 

On  peut  aller  plus  loin,  et  admettre  que  la  fonction  ra- 
tioimelle  Fx  est  également  paire.  En  effet,  si  elle  était 
impaire,  sa  forme  la  plus  générale  serait 


©H-CPÛ* 


0,  0),  6,  Q,  désignant  des  fonctions  paires  de  x.  On  aurait 
donc,  par  une  transformation  analogue  à  celle  du  n**  391 , 

/Yxdx f(^  —  fà£i\.  dx       W   we  —  en  \  xdx 
"ir      /  Ve*  —  a?*û V  '  r"     J  U"  — a?*ûV*X' 

Or,  dans  la  première  intégrale  du  second  membre,  la  fonc- 

tion  qui  multiplie  -^  ne  contient  que  des  puissances  paires 

de  x;  et  si  l'on  fait  dans  la  seconde  x*  =  r,  la  fonction  sous 
le  signe  /"deviendra  de  la  forme 

T.  n.  % 
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FJdt 

et  pourra  être  rendue  rationnelle,  d'après  le  §  2. 

304.  Nous  disons  de  plus  que,  sans  restreindre  la  gé- 
néralité du  problème  qui  consiste  à  obtenir  l'intégrale  {g)j 
il  est  permis  de  supposer  le  polynôme  R*  de  la  forme 

R*  =  (I  dt  p^x^)  {t  ±  q*x*),  (R) 

les  termes  p^ûc^ ,  q^a^  devant  être  affectés  du  même  signe, 
positif  ou  négatif. 

En  effet ,  puisque  R*  ne  contient  point  de  puissances 
impaires  de  x,  et  qu'un  polynôme  du  4*  degré  se  décom- 
pose toujours  en  facteurs  réels  du  second,  rien  n'empêche 
de  poser 

R*  c=  (m  +  nx*)  (m'  -h  n'x% 

m,  n,  m',  n'  désignant  des  quantités  réelles.  Donc  si  l'on 
fait  

m(m!  +  n'a?*)        m        m'  h-  n'x*  ' 

la  variable  i  sera  réelle  en  même  temps  que  x.  On  tire  de 
ces  équations 

^  _n'm}t^  —mdtm\/ h  '\- ^{tm' n •— mn' )t*  r  mV*<^ 

2n  ' 

dx  xdx  mdt 


R         mt{m'  +  n'x*)        m  +  ^nx^  —  n'mU* 

Posons  maintenant 

/;«  +  g«  =  +  ^tm'n  —  mn'),  p*  q*  =  m^n'^  : 
il  viendra 

?•  =  ±  (2m'n  —  tnn')  —  2  v/»»  «(w'n  —  mn') 
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d'où,  en  vertu  d^une  formule  connue  d'algèbre, 

q  =  ^±m'n  —  V/+(f»n— m»'), 

On  pourra  disposer  du  signe,  de  manière  à  rendre  réel  le 
radical  t/^zfcm'n;  et  en  admettant,  ce  qui  est  bien  permis, 
que  l'on  a 

le  second  radical  qui  entre  dans  Içs  valeurs  de  jp  et  de  9 
sera  pareillement  réel. 
En  conséquence,  il  viendra 


R      ""  1/(4  ±;'V)  ^  ±  t^) 
Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  fonction 

R      • 

on  la  mettra  sous  la  forme 


1/(1  +p«^(4 +çV)' 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  peut  admettre  que  dans  la 
fonction  (Ji),  le  radical  a  la  forme  indiquée  par  Téqua 
tion  (R), 

305.  La  fonction  F  peut  être  entière  ou  fractionnaire. 
Supposons  d'abord  qu'elle  soit  entière,  en  sorte  qu'il  s'agisse 
d'obtenir  une  somme  d'intégrales  de  la  forme 

et  posons,  pour  abréger, 
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on  aura  identiquement 

"  =(«~3)  CO?*"  +  KrT^yJT 

dx  ^  R 

=  g  [(«  — 3)  R*a:^-*  +  (r  +  2«a?*)  x'^A 

=  g  [(îi -3)  a?^-*  +  (2i -  2)  ra?"  4-  (Ît-O^a?*!; 

et  par  conséquent 

nS^'^dx  /•x'^~*dx 

Ra?*-»  +  coiM^  =  (2i--3)y  ^^-^  +  (K--2)ry  ^-^ 

/x^djc 

Ainsi  l'intégrale  (i)  est  ramenée  à  dépendre  de  deux  autres 
de  même  forme 

~r"'  /  ~r"' 

et  comme  on  peut  opérer  ainsi  de  proche  en  proche,  il  en 
résulte  qu'en  définitive  l'intégrale  (i)  sera  ramenée  à  dé^ 
pendre,  quel  que  soit  i,  des  deux  intégrales 

y*  dx 
=>  (A) 

y*         x^dx 
—r^=rr===^.  (B) 

Si  la  fonction  F  (x*)  est  fractionnaire,  on  en  extraira  la 
partie  entière  ;  et  le  reste  étant  décomposé  en  fractions  par- 
tielles [§  l^]y  on  aura  à  obtenir  ime  somme  d'intégrales  de 
la  forme 

A/ 1    ^  •  U) 

J  (x"  +  a)'R 

Or,  on  a  identiquement 

l(x«-<-a)'-'/ 
(1  +  ira;*  +  3«p*)  (a?*  +a)  —  i{i  —  i)  (<  ■^-  rj«  +  8ir*>r* 

(aî«+a)'R  ' 
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d'ailleurs  on  peut  poser 


gjhy  k,  l  étant  des  coe£Gicients  que  Ton  déterminera  sans 
difficulté  en  identifiant  les  deux  membies,  et  qui  ont  pour 
yaleurs 

j=-.(2i  — 5)s,  h=  —  (^^i){r^3as), 

*  =  —  {2Î  —  3)  (3û*s  — îflr  +  1),/  =  (2i  —  2)(tt"y  —  aV  +  a). 

U  viendra  en  conséquence 

En  vertu  de  cette  dernière  formule,  et  par  un  calcul  de 
proche  en  proche  semblable  à  celui  qui  vient  d'être  indiqué 
pour  l'intégrale  (i),  on  ramènera  l'intégrale  (j)  à  dépendre 
des  deux  intégrales  (A),  (B)  et  d'une  troisième 

dx 

(G) 


t/(x*  +  o1 


• 

Donc,  en  définitive,  l'intégration  de  toute  fraction  ration- 
nelle de  X  et  d'un  radical  carré  recouvrant  un  polynôme  du 
quatrième  degré  en  x,  se  ramène  à  la  détermination  des 
trois  intégrales  (A),  (B),  (C). 

Nous  verrons  plus  loin  quelles  transformations  ultérieures 
les  analystes  ont  fait  subir  à  ces  dernières  fonctions,  quelles 
sont  les  principales  propriétés  dont  elles  jouissent,,  et  com- 
ment on  a  pu  dresser  des  tables  des  valeurs  numériques 
qu'elles  acquièrent,  quand  on  assigne  numériquement  les 
limites  de  l'intégration. 
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$  4.  Irrationnelles  binOmes. 

306.  Nous  appellerons  irrcUionnelles  binômes  les  fonc- 
tions de  la  forme 

R  =  x->(a  +  6ar)%  (R,) 

Pj  q  désignant  des  nombres  entiers,  et  m,  n  des  nombres 
quelconques.  Si  m  et  n  sont  rationnels,  on  peut  les  suppo- 
ser entiers,  sans  restreindre  la  généralité  de  l'expression, 
ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer.  Les  fonctions  'Rdx 
sont  désignées  communément  par  la  dénomination  fort  im- 
propre de  différentielles  binômes. 
Si  l'on  pose 

il  viendra 

ainsi  Rdx  sera  rendue  rationnelle  par  cette  transformationv 
si  ^  est  un  nombre  entier. 

n 

L'équation  (R  J  peut  être  écrite  ainsi  : 

donc,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  la  fonction  Kdx  sera 
encore  rendue  rationnelle,  si  le  rapport 

»l  -H  "^ 

se  réduit  à  un  nombre  entier.  Hors  des  deux  cas  que 
Ton  vient  d'indiquer,  la  différentielle  ïidxne  pourra  en  gé- 
néral être  délivrée  de  l'irrationnalité  qui  Taffecte. 
Quand  on  fait  x'=zt,i[  vient 

n 
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donc  la  détermination  de  l'intégrale  /Kdx  se  ramène  à 

celle  de  l'intégrale 

/xi*— ^  (a  +  6x)^É/a?,  (*) 

les  constantes  ii,  v,  pouvant  avoir  des  valeurs  quelconques, 
entières  ou  fractionnaires,  et  même  irrationnelles.  Or,  nous 
allons  faire  voir  que  la  détermination  de  l'intégrale  (k)  se 
ramène  toujours  à  celle  d'une  autre  intégrale  où  les  valeurs 
des  constantes  ^^  v  seraient  comprises  entre  zéro  et  Tunité. 
307.  En  effet,  Ton  a  en  intégrant  par  parties, 

/*                                 0?!^^  (a  H-  te)^+* 
Jx^{a  +  bxrdx=        ^^^^^ 

: Ixv--^  {a  +  6x)^+»  dx, 

(v  +  {]b-^ 

et  d'autre  part, 

/j;t^2  (a  4-  by+^  dx  =  afxV'-^  (a  +  bxydx  +  bfxv—^  (a  +  fta?)^  dx. 

Ces  deux  équations  combinées  donnent 

I 

yiît-1  (a  +  bxydx  = -.  [XH-^  (a  +  *a?)^+< 

(^  +  v)6 

—  a(pt  —  1  )  /xH-«  (a  +  bxydx'] .        (/) 

En  conséquence,  si  la  constante  (x  est  positive,  on  ramè- 
nera l'intégrale  [k)  à  dépendre  de  l'intégrale 

/a?|A-2(a+  bxydx  y  (^0 

dans  laquelle  l'exposant  de  x^  en  dehors  des  parenthèses, 
est  diminue  de  l'unité,  l'exposant  de  la  parenthèse  restant 
le  même.  Si  au  contraire  la  constante  fx  est  négative,  on  fera 
dépendre  l'intégrale  [k,)  de  l'intégrale  [k).  où  la  valeiu?  nu- 
mérique ae  l'exposant  de  a?,  hors  des  parenthèses,  se  trouve 
diminuée  de  l'unité.  On  peut  répéter  l'une  ou  l'autre  opéra- 
tion autant  de  fois  qu'il  est  nécessaire  pour  ramener  l'inté- 
grale {k)  à  dépendre  d'une  autre  intégrale  de  môme  forme, 
où  la  vsdeur  de  la  constante  fx  tombe  entre  zéro  et  1 . 
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Une  rédaction  semblable  est  applicable  à  l'exposant  v  ; 
car  on  a 

la  formule  (2)  dcmne,  quand  on  y  change  /x  en  fx  -|- 1  et  v 
en  V — i, 

et  de  ces  deux  dernières  équations  combinées,  on  tire 
/xv^  (a  +  bwydx=  — ^ ^—^ — '— ^ . 

Enfin  on  réduirait  de  même  les  exposants  ii ,  y  dan^ 

l'intégrale 

J(g  +  kxf  (a  +  bwyKtx. 


<«k 


CHAPITRE  D. 

INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  TRANSCENDANTES. 

308.  En  vertu  du  principe  du  n*  294 ,  si  Ton  a  sous 
fonne  finie  Tintégrale 

JftdtzizTt -garnit., 
on  aura  aussi  : 

dx 
//ïlog  a?).—  =  F(log  X)  +  comt.^ 

X 

/f{e').e'dx  =  F(e)  +  congt., 
ff{sm  x) .  CCS  xdx  =  F(sin  x)  +  const., 

//ïcos  a;).8in  xdx  =:  —  F(cos  x)  +  const.^ 

dx 
/•/•(tang x).  ^j-jj^  =  F(tang x)  +  canst., 

dx 
ff{BXC  sin  x) .  ^  ■=-  F  (arc  sin  x)  +  const. 

Par  exemple,  il  viendra 

/*cos  xdx 
— --— -  =  axc(tang  =  sin»)  +  ctw^, 
I  +  siùrx 

Lorsque  la  fonction  F  ne  peut  pas  s'obtenir  sous  forme 
finie,  les  intégrales  précédentes,  dans  le  cas  où  la  fonction 
f  est  algébrique,  sont  au  moins  ramenées  à  dépendre  de 
rintégration  de  la  fonction  algébrique  ft  dt. 

/"  désignant  toujours  une  fonction  algébrique,  on  pourra 
rendre  algébriques  les  fonctions 

/(O .  dXy    /(sin  mx,  cos  mx) .  dx^ 

en  posant,  pour  la  première,  ë^  =  £,  et  pour  la  seconde, 
sin  mx  =  f ,  ou  cos  mx  =  t. 
Ainsi  cette  su]|2i^titution  donnera  : 
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^       1  +  sin  « 

ydx  r ^ 

1  —  2a  cos  a:  +  a  ""  ""^(4  —  2orf  +  a»)  v/ f=? 

=  ^  arctangri±-^i/jZ^ 

4  —  a'  L4  —  a  4  -h  cos  a?  J 

On  rendrait  encore  algébrique  la  fonction 
f  (sin  wia?,  cos  wia?;  sin  imx^  cos  tmj';  sin  i'?iKr,  cos  i^mx\, . .)  rfa?, 

/"désignant  une  fonction  algébrique,  et  i,  t' . . .  des  nombres 

entiers;  attendu  que  dans  ce  cas  sin  imx^  cos  imx^ 

s'expriment  en  termes  finis,  au  moyen  des  puissances  en- 
tières de  sin  mx^  cos  mx  [77]. 

Une  fonction  rationnelle  et  entière  de  sinus  et  de  cosinus 
peut  toujours  s'intégrer ,  après  qu'on  a  changé  par  les  for- 
mides  connues  [78]  les  puissances  de  sinus  et  de  cosinus 
en  sinus  et  cosinus  d'arcs  multiples,  et  les  produits  de  sinus 
et  de  cosinus  d'arcs  différents,  en  simples  sinus  et  cosinus. 
Par  exemple,  on  a 

fûn{Tnx  +  n)  cos(px  +  j)  da?  =  -  /sin  [(m  +  p)x  +n-^q]dx 

+  X /sin  [(m  —  p)x^n^  ql^dx 

_  _  cosL(m  +  p)x  -4-  n  +  gr]  _  cos[(m—p)x-\-n-^q]  ^  ^^^^ 

2(m  +  p)  2(m  —  p) 

309.  La  détermination  de  l'intégrale 

/siDi»  X  cosv xdu  0*^  *) 

dépend  de  l'intégration  d'une  irrationnelle  binôme  ;  car  si 
l'on  pose  sin  x  =  l/f,  cette  fonction  devient 


if 


(1  — I  V— ï 
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Qa  pourrait  donc  employer  les  formules  du  n*  307  à  la 
réduction  des  exposants  (jl,  v  ;  mais  il  vaut  mieux  eifectuer 
ce  calcul  de  réduction  en  conservant  la  fonction  (fx,  v)  sous 
sa  forme  primitive. 

Si  l'exposant  fx  est  positif,  on  diminue  cet  exposant  sans 
augmenter  v,  en  vertu  des  équations 

/sinHa?cos  yxdx=fwky^^x  cos  ''x.smxdx 
sin  V'-^x  cos  v+xfl?       M  —  4    /> , 

=  — r-z +        ,     ,    /  Sln  P^aa?  cos  v+3J?rfa?, 

/"sin  p^-«j?  Gos  t+^xdx  =  /sin  v-^x  cos  "fxdx  —  /  sId  v-x  cos  ^xdx, 

d'où  Ton  tire 

..             ^         smï«^ia?co8v+ia?  ,  fi— 1  /  .  j    /  . 

/smMpcosva?<te= f-  ^—7-  /  smi*^«xcosvj?aa?.0*) 

Si  l'exposant  v  est  positif,  on  diminue  cet  exposant  sans 
augmenter  (i,  en  employant  la  formule  suivante  à  laquelle 
on  est  conduit  par  un  calcul  analogue  : 

8int*+'a?  cos^iP       v — 4   /' 
/sinwcos^iFcte= ; 1 /  sin wpco8>^*a?ite .    (v) 

(ta  tire  de  Téquation  (fx) 

sin  I*— »J7  cos  ^+10^  ,  f*  +  ^ 

fA  —  I  f* 

et  en  changeant  jx  en  —  f*  +  2, 

cos  ^+«0?  f*  —  V  —  2  /-  cosvo? 

— — —  "f-  — 

(pt— 4)sini^ïa?  f* 

On  tirerait  de  même  de  Téquation  (v) 

/an M?  ,  sin V'+^x  v— u  —  2/^8inwp  ,  ,., 
—  dx  =7 — h  — ^-T—/ ^^'  (y  y 
cos  vfl?          (v  —  4)  cos  ^*—^x         V  —  4  t/  cos  >>— *a? 

Ces  deux  dernières  formules  servent  à  réduire  les  valeurs 
numériques  des  exposants  fx,  y  dans  Fintégrale  (fx,  v),  quand 
ces  exposants  sont  négatifs. 

A  l'aide  des  quatre  formules  de  réduction  (fx),  (v),  (fx')^ 
(>*),  on  fait  toujours  dépendre  l'intégrale  (fx,  v)  d'intégrales 


sin  i*^'ip  cos  ^"^^x      f*  +  V    /* 
/"sini^-a  cos'^â^d^  = h  ^—^ —  /  sinw?  cos^'  xdx, 

et  en  changeant  jx  en  —  f*  +  2, 

/cos^fl?  ,  cos  ^+«0?  .  u  —  V  —  2  /-  cosvo?  .  .  ,. 
' ito= h- / dx.  (/> 
sinwp              (u— 4)sini*^ïa?          a  — 4  t/  sini*— «a? 
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de  même  forme,  dans  lesquelles  les  exposants  fx,  v  tombent  en- 
tre —  1  et  + 1  ;  et  lorsque  les  exposants  primitifs  ii,  v  sont 
entiers,  Tintégrale  (fA,v)  est  amenée  à  dépendre  de  Tune  des 
neuf  intégrales  suivantes  : 

fdw  =  0?  +  C,/ sin  xdx^  —  cos  j?  h-  C,  fcos  xdic^ sin  a?  +  C, 

1  /  sin  X 

/ sin ap cos a?rffl?  =  -  sin^jy  +  C,  /  ite  =  — logcosa?  +  C, 

2  y   cosx 

/cos  X                                  p       dx 
- —  ix  =  log  sin  a?  +  C,  /  -, =  log  tang  x-^-Z, 

-: —  =logtang  -  +  Cl,  / =log  tang  (  -  +  -  )  -f-  C. 

*  310.  Au  lieu  de  ramener  Fintégrale  d'une  fonction 
transcendante  à  dépendre  de  Fintégrale  d'une  fonction  algé- 
brique, on  peut  faire  l'inverse  et  obtenir  ainsi,  pour  cer- 
taines transc^ndantesàdifTérentielles  algébriques,  dese^qpres- 
sions  d'une  forme  plus  simple  ou  d'une  discussion  plus 
facile.  C'est  ce  qui  se  pratique  notamment  pour  les  intégrales 
(A),  (B),  (C)dun*  305.  Soit  en  effet p*  le  plus  grand  des  coef- 
ficients p*,  9*  qui  entrent  dans  la  composition  du  radical 


R  ».  ^/(^  +pt  a.t)(4  +  çi  a;«j, 

on  posera 

px  «taflgy,^--— i  =  c», 

et  les  trois  intégrales  précitées  se  trouveront  comprises  sous 
]a  formule  générale 

i^/A  +  BsinV\  df  ,^ . 

J  >G  4-  D  sin  •  f  /  v/ 1  —  c«  sin  «f  '  ^  ' 

Si  au  contraire  le  radical  a  la  forme 

il  deviendra  imaginaire  pour  les  valeurs  de  x*  comprises 
entre  rs  et  -,  ;  en  sorte  que  les  trois  intégrales  dans  la 
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composition  desquelles  entre  ce  radical,  seront  elles-mêmes 
affectées  d'imaginante,  à  moins  qu'on  n'ait  p^x*  <  1  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  de  Tinté- 
giation.  On  sera  donc  autorisé  à  poser 

an  moyen  de  quoi  l'expression  (1  )  sera  encore  la  forme  gé- 
nérale des  intégrales  (A),  (B),  (C),  c'  désignant  toujours  un 
paramè&e  compris  entre  0  et  1 . 
Mais  cette  formule  (1  )  équivaut  à 

A    /;  .      ^\      p  +  B'  /V4-c«sin»ç.d7 


+<='/ô 


dxf 


+  a  sinV)  V/  <  -  c«  sin*  ?' 

A',  B',  C,  a  étant  de  nouveaux  coefficients  que  l'on  déduirait 
sans  peine  de  A,  B,  C,  D  par  la  réduction  au  même  déno- 
minateur, et  la  comparaison  des  termes  qui  affectent  les 
mêmes  puissances  de  sin  f.  En  conséquence,  le  calcul  des 
trois  intégrales  (A)^  (B),  (C)  est  ramené  à  celui  des  trois  in- 
tégrales suivantes ,  que  Ton  regarde  avec  raison  comme 
plus  simples, 


j 

r ïf? 


1/4  —  c«  sin*  ç'  ^  ^ 

|/4  — c»  8in»ç.rff,  (II) 


(III) 


*  31 1  •  Parmi  les  intégrales  qui  rentrent  dans  les  formes 
(I),  (D),  nous  citerons  les  suivantes,  qui  se  présentent  dans 
diverses  applications  importantes, 

/►  d^  p         cos  ^d^ff 

l/l  — 2c.cos++c''  */   1/^4  — Je. cos  <!*  +  «•' 
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Si  Ton  change  de  variable  en  posant  Téquation 

sin  (f  +  ^)=csmf, 
on  aura 

ff 

[c.cos  f  —  cos  {f  +  ^)1  rf?       fc.cos  f  —  V/4  —  c«  sm*  9J  df 


d'P  = 


cos  if+^t')  1/1  —  c"sin«9 

cos  ^  =  sin  I»  fiin  (y  +  ^)  +  cos  ^  cos  (f  +  ^) 
=  e  sin'+  cos  ^  \/  4  —  c»  sin"  <p. 


1/4  —  ÎC.C08  +  +  C*  =  c.cos  3?  — 1/4  —  c*  sin*  ç^ 

et  par  suite 

/•  d)p  _^^  r  c(^ 

1/4  — 2c.cos4'+  c*       *^  1/4  —  c*  sin»  9' 
/cos+rf;»  /•      sin'oxfv         .   ^         . 

1/^4 — tc.cos4f-t~c*        «/  1/^4 — c' sin*  9 

=  -  /—====  —  -  /  !/«  —  c*8în«9.df +  sinf. 
cJ  1/4  — c*8m*9      c^    '^  ^ 

312.  Soient  f,  9  deux  fonctions  de  x,  la  première  algé- 
brique, la  seconde  transcendante^  mais  ayant  une  dérivée 
algébrique  9',  et  posons 

ftdx=:(^,    ft^ff  .dxz=.{^y   /f2/.rfxr=f„etc.; 

l'intégration  par  parties  donnera 

/V.rfj?=:  f,9*  — n/*f,/.9«-».rfx, 
jUf'.f'^.dx  =  fjy"-*  —  (n—  O/fî?'?""*-^^^  ^tc.; 

d'où 

Jttp'.dx^  Uf  —  «A?"~*  +  »K^  —  ^)  f|?"~*  —  . . . 

...  db n(n  — 4)  ..  .3.2.4 .£«4.1, 

l'exposant  n  étant  un  nombre  positif  entier.  En  conséquence, 
dans  cette  hypothèse,  et  lorsque  toutes  les  intégrales  f^, 
f„ . . .  f^i  peuvent  s'exprimer  en  termes  finis,  l'intégrale 

ftf.dx  iUf) 

s'exprime  aussi  en  termes  finis. 

Admettons  maintenant  que  n  soit  un  nombre  entier  né- 
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gatif  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  considérons  l'intégrale 

,  z^-^.  ('.'0 

en  traitant  n  comme  un  nombre  entier  positif,  et  posons, 
pour  simplifier^ 

-=  TTi,     — .  =  TTa,      -T  =  îTj,  etc.  : 

?  ?  ? 

nous  aurons 
et  par  suite 

"•"(n  — 4) (n  — 2)... 3. 2. 1c/  V^' 

En  conséquence,  l'intégrale  ^f,  1^  est  ramenée  à  dépendre 
de  la  transcendante 

—  •dx* 

Si  Texposant  n  n'était  pas  entier,  le  calcul  qui  vient  d'être 

indiqué  développerait  les  intégrales  (f,  ç),  (f,  -  j  en  séries 

d'un  nombre  infini  de  termes. 
313.  Prenons  pour  exemple 

f=ar-',  fzzilogx: 

les  formules  précédentes  nous  donneront 

X*  r  n 

fx^^  (log  xydx=z-    (log  x)'  —  (log  a?)—» 

«(«  — ^).,       .                     n(n—4).. •3.2. il   , 
+  -^— ; —  (log  a?).,i  —  .  • .  ± 1  +  const. 
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/ar-^dw_        r  < ,   t H 

"*"  •  •  («-.4)(n-2)..3.«.Uoga?J  "•■  (n-4)  (n-2)..3.2.l/    log  a?  ' 
En  posant  ar = t/,  on  ramène  l'intégrale 

log  a?       J  \o%y' 
En  vertu  de  la  relation  z = log  x,  on  a  aussi 

En  conséquence,  les  deux  formules  obtenues  ci- dessus 
donneront,  sans  nouveau  calcul,  par  la  permutation  des 
lettres  z  et  a:, 

are**(to  =  —  W  —  a?"-* H \ — or  *—  ... 

a  L  o  a' 

n(n  — 4)...3.2.n    ,         ,  ,  . 

-i 1 +corwr.  (a) 

a"  J 

J     or   ~  L(n-1)r-'^(n  — 4)(n-2)ar-»^ 

•"'*' (n  —  1  )  (n  —  «). ..S.a.J       (n— 4)(n  — 2)...3.«.4y      a? 

Puisc[ue  les  intégrales 

/ar-'  (log  a?)"(te,  fctrer'dXy 
peuvent  toujours  s'obtenir  sous  forme  finie,  quand  n  est  un 
nombre  entier  positif,  il  est  clair  qu'on  peut  assigner  aussi 
en  termes  finis  les  intégrales 

ffx .  (log  xydx,  ffx .  (T'dx, 

/"désignant  une  fonction  algébrique,  rationnelle  et  entière. 
314.  Changeons  a  en  a[/'^\  dans  la  formule  (a)  ;  rem- 
plaçons l'exponentielle  imaginaire  par  sa  valeur  en  sinus  et 
cosinus,  et  identifions  séparément  les  parties  réelles  et  ima- 
ginaires des  deux  membres,  nous  aurons  : 


...± 
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siïiaXT        9i(n — 1)  1 

/  j-cosoa? .  dx= [4r ^  ar'*+n{n—i  )  (a— 2X«— 3)ip-*— . . .  J 

-I l-a?-*—  -^^ ;^ or-*  -h . . .  I  +  corw^ 

a     La  a'  J 

,    .         ^         cosarrr       n^n— ^)  n(n— i)(n— 4)(n-3)      ^        t 

/rsiûaa?.rfa?=: — ^[ar ^r^  +"^ ^,     -ar-*— ...J 

smo^rn  n(n-4)(n— ^) ^  .        , 

a     La  «      .  J 

On  trouverait  aussi  toutes  ces  formules  directement,  en 
appliquant  aux  intégrales  des  premiers  membres  la  règle  de 
rintégration  par  parties. 

Oa  ramènerait  de  même  les  intégrales 

/cos  ax.dx       pAnax.dx 
TT      '  J        xr 

à  dépendre  des  intégrales  plus  simples 

/cosoar.rfg       ^sio  oa;  •  dx 
X         ^    J  X  ' 

L'intégration  par  parties  donne  encore 

I  €^tQf&  bx.dx  = h  -  /  «^  sm  bx.dx, 

/..^        r'ûnbx      b  r 
^  sm  bx  dx^=i I  er(MBbx.dx, 
a            a^ 

équations  d'où  Ton  tire  par  TéUmination 

/a  sin  bx  —  6  cos  bx 
r  sin  bx.dx  = jx^i '^  +  ^^^'• 

/a  cos  bx-\'b  siû  bx 
f  cos  bx.dx  =  %  A-kï  -^  +  ^^*^ 

D'ailleurs  on  tirerait  de  la  formule  (a)  les  valeurs  des  in- 
tégrales 

/  jff"  CM  bx.dx  y  fxre^  sin  fta? .  dx, 

T.  n.  3 


1 


34  LIVRE   V.    —   CHAPITRE   II. 

en  y  remplaçant  a  par  a-^b  \/'^j  mettant  pour  l'exponen- 
tielle imaginaire  c*'^^^  sa  valeur  en  sinus  et  cosinus,  et 
identifiant  séparément  les  parties  réelles  et  imaginaires  des 
deux  membres. 

Donc  on  pourra  assigner  en  termes  finis  les  intégrales 

ffw.ercos bx^dx»    ffx.e"'sia bx-dx, 

/* désignant  toujours  une  fonction  algébrique,  rationnelle  et 
entière. 


CHAPITRE  III. 

DES  INTÉGRALES  DÉFINIES.  —  INTÉGRATION  PAR  LES  SÉRIES.  — 
CAS  OU  LA  DÉRIVÉE  DEVIENT  INFINIE.  —  CAS  OU  l'uNE  DES 
LIMITES   DE  l'intégration  DEVIENT   INFINIE, 


5  4".  Définitions, 

315-  Jusqu'ici  nous  avons  cherché  à  effectuer  l'intégra- 
tion  quand  la  fonction  intégrale  peut  être  exprimée  sous 
Foime  finie,  au  moyen  des  fonctions  algébriques  ou  transcen- 
dantes déjà  connues.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  importe  do 
définir  d'une  manière  précise  ce  qu'on  entend  par  fonction 
intégrale  quand  on  ne  peut  pas  l'exprimer  de  cette  manière. 

Soit  pc  une  fonction  qui  reste  finie  et  continue ,  quand  x 
varie àex.kX.  Prenons  entre  ces  deux  quantités  ^o  ^t  X  ui 

certain  nombre  de  grandeurs  intermédiaires,  x^^  or,, 

«..,,  de  manière  à  partager  l'intervalle  X  —  a^o  en  inter- 
valles très  petits 

^1 —  ^»a?i  — a?i^ *  X  —  a:.-i. 

n  est  aisé  de  voir  que  la  somme 

fx^.{Xi  —  iTo)  +  /'a?i  .(a?«  —  a?,)  -f- +  /iP-i.(X  —  a?,_i) 

tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée, quand  on  augmente 
indéfiniment  le  nombre  des  divisions  infiniment  petites. 
Car,  si  l'on  considère  la  courbe  qui  a  pour  équation  y=^fx 
et  Taire  comprise  entre  la  courbe,  Taxe  des  x  et  les  deux 
ordonnées  qui  correspondent  aux  abscisses  x^  et  X,  chacun 
des  termes  de  la  sonune  mesurant  l'aire  d'un  rectangle  infi* 
nitésimaly  il  est  clair  que  la  somme  de  tous  ces  rectangles 
aura  pour  limite  l'aire  de  la  courbe.  Cette  limite  de  la  somme 
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est  ce  que  nous  appelons  Vituégrale  définiej  et  nous  la  dési- 
rerons par  le  symbole 


/. 


fx^dXm 


Considérons  maintenant  Tintégrale  définie 


r 


dans  laquelle  nous  supposons  que  la  limite  supérieure  x 
yarie  de  a;«  à  X  ;  nous  formerons  ainsi  une  fonction  finie  et 
continue  de  x  admettant  pour  dérivée  /x,  et  qui  en  sera  la 
fonction  intégrale  ;  car  nous  savons  que  Taire  d'une  courbe, 
considérée  comme  fonction  deTabscisse,  admet  pour  dérivée 
Tordonnée  considérée  aussi  comme  fonction  de  Tabscisse. 
Il  est  évident  que  Ton  peut,  si  Ton  veut,  ajouter  une  con- 
stante arbitraire  à  la  fonction  intégrale^  qui  aura  encore  fx 
pour  dérivée^  après  cette  addition. 

Lorsque  la  fonction  proposée  fx  ne  devient  infinie  pour 
aucune  valeur  finie  de  x,  on  peut  faire  varier  la  limite  supé- 
rieure, d'une  part,  de  x,  à  -|-  oo,  d'autre  part,  àex.k  —  oo, 
et  la  fonction  intégrale  s'étend  à  toutes  les  valeurs  de  x. 
Cette  fonction,  augmentée  d*une  constante  arbitraire,  est  ce 
que  nous  avons  appelé  jusqu'à  présent  V intégrale  indéfinie. 

316.  Voici  une  propriété  des  intégrales  définies  qui  nous 
sera  très  utile  par  la  suite.  Soit  <fx  une  nouvelle  fonction 
qui  reste  finie  et  de  plus  conserve  le  même  signe  de  rt«  à  X. 
Si  Ton  considère  les  fractions 

f^ù  (J?i — «0)  f*i*(*i  —  *i)  ^«.-|.(X  —  «.-1) 

dont  les  dénominateurs  ont  tous  le  même  signe,  et  si  l'on  fait 
la  somme  des  numérateurs  et  celle  des  dénominateurs,  on  sait 
que  la  valeur  de  la  fraction  ainsi  obtenue  est  comprise  entre 
la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  fractions  proposées  ;  ces 
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deux  sommes  ayant  pour  limites  les  intégrales  définies 
on  a 

I     fx.da        ^ 

l  désignant  une  valeur  de  x  comprise  entre  x.  et  X. 
En  particulier,  si  fx  =  1 ,  il  vient 

J  2.  Intégration  par  les  séries. 

317.  Supposons  que  la  fonction  fx  soit  développable  en 
série  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  x«  et  X,  et  soit 

/!c  =  i«^  +  Uj  + +  u,.i  +  ^flf 

ce  développement,  ^x  désignant  le  reste  de  la  série.  En 
intégrant  entre  des  limites  x'  et  a;''  comprises  entre  w.  et  X, 
on  a 

/•*'  r*'  i*"  /•'*  /**" 

I     fo.i»z=ij     u^d^+l    Uid»...-{'j     u—ieto+y     ^m.dx. 

Puisque 

^x.d0  =  («*  — «').^  ?, 

l  désignant  une  valeur  de  x  comprise  entre  x'  et  x^^  et  que 
^l  tend  vers  zéro,  quand  on  prend  un  nombre  de  termes  de 
plas  en  plus  grand,  il  est  clair  que  la  nouvelle  série  est  aussi 

convergente. 

31 8.  Prenons  pour  exemple  l'intégrale 

/*.  e'dx 


* 

> 
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dont  il  a  été  question  à  la  fin  du  dernier  chapitre  ;  on  aura 
en  série  convergente  (x^  et  x^  étant  deux  quantités  positives 
quelconques),  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  ar, 

a?        a?       1        1.2  ^  4.2.3  ^  ' 


d'où 


(«) 


— —  =log  -i  +  a  (»,  — «.)  H -— 

X.      tr  if.  4.Z.' 


'•      «'  W0 


La  série  (1)  étant  convergente,  la  série  (3)  est  elle-même 
convergente  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x.  et  x^. 

En  développant  en  série  le  radical  l/f^^?an^  dans  lequel 
on  suppose  c*  <  1 ,  on  trouve 

/ffl                                                                a                         i                                   4  •  *! 
V  I— c«8in«9.<iy  =  /    rfa>  [4 c'  sin*y ^  c*  sin*  f 
m                                          «-^  p       '              2                         2«4 

4 .4 .3    -    .    _  .    T 

c®  sin*  ®  —  etc.] 

2.4.6  ^ 

4       /-•  4.4       /»® 

^ ^ "" 2 ^V  ^^^* ''''^ ""Ti^i  ' ^^^* ^^^ 

^— ^  c*  /    sin*  fdy  —  etc. 

2.4.6    «/•  ^  ' 

Chaque  intégrale  partielle  de  la  (onnej    sin*'  ydy ,  i  étant 

un  nombre  entier,  s'obtiendra  d'après  les  règles  données 
dans  le  précédent  chapitre. 

La  valeur  de  l'intégrale  définie  se  trouve  ainsi  développée 
en  une  série  convergente,  quelle  que  soit  (p,  et  dont,  pour 
l'ordinaire,  la  convergence  sera  très  rapide. 

319.  Quand  on  intègre  par  les  séries  une  fonction  diffé- 
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rentielle  dont  Tintégrale  sous  forme  finie  est  une  fonction 
connue,  on  obtiait  (souvent  de  la  manière  la  plus  simple) 
le  développement  en  série  de  cette  dernière  fonction.  Ainsi 
Ton  trouve,  x  étant  <  1 , 

.ta)*,  <.3  X*    .  4.3.5  af' 

la  fonction  arc  sin  x  variant  de  0  à  ^ ,  quand  x  varie  de 
0  àl. 

Le  développement  de  la  fonction  arc  sin  x,  suivant  les 
puissances  de  x ,  que  Ton  vient  d'obtenir  très  simplement 
au  moyen  de  Tintégration  par  les  séries ,  aurait  amené  des 
calculs  compliqués ,  si  Ton  avait  voulu  faire  usage  de  la 
formule  de  Maclaurin. 

320.  L'intégration  par  parties  donne 

/xrfx  =  a?/a?  —  /   fx.xdx, 

0  y  0 

d'où  résulte  la  série  suivante,  due  à  Jean  Bemoulli , 

±/-'«7-5 — -=F/    A*T5 — -„-^''- 

On  aurait  pu  la  déduire  directement  de  la  série  de  Taylor 

h  h*  A» 

F(«  +  A)  =  F»  +  F'a?.  -  +  F"* .  -—  +  F'^x. 


4   •  1.2  4.2.3 
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car^  si  Ton  fait  dans  ceUe-cî  h  =2  —  a;,  on  en  tirera 


X      X*    .   __         «• 


Fa?  =  F(a)-hF'«.  --F^fl?:  — -  +  F"'«. 


i  1.%  '         f.a.3 

±  p-iflj. zp  F-  (^  w) . 


•  •  •  » 


et  en  posant  T^x  =  fXj 


Cent  la  même  série  que  celle  trouvée  précédemment  ; 
seulement  le  reste  est  exprimé  d'une  manière  différente. 

321.  Lorsque  la  fonction  fx  n'est  pas  susceptible  de  se 
développer  en  séries  dont  la  convergence  soit  assez  rapide, 
ou  lorsqu'on  n'en  connaît  pas  l'expression  analytique  et 
qu'on  a  seulement  une  table  de  ses  valeurs  pour  des  valeurs 
de  la  variable  indépendante  suffisamment  rapprochées,  on 
peut  toujours  calculer  approximativement  l'intégrale  ffxdxj, 
ou  l'aire  de  la  courbe  qui  a  pour  ordonnée  fx^  en  divisant 
rintervalle  des  limites  de  l'intégrale  en  parties  suffisamment 
petites  Ax  et  en  prenant  la  somme  des  aires  des  rectangles 
qui  ont  pour  base  Ao:,  et  pour  hautexu^,  soit  l'ordonnée  fxj 
soit  l'ordonnée  /(aj  +  Aj:),  soit  une  ordonnée  intermé- 
diaire [33].  L'intégrale //Irrfx  pourra  être  calculée  par  ce 
procédé  avec  une  approximation  indéfinie,  si  la  fonction  fx 
a  une  expression  mathématique  d'où  Ton  puisse  tirer  les 
valeurs  de  fx  pour  des  valeurs  de  x  indéfiniment  rappro- 
chées :  en  admettant  toujours  que  cette  fonction  ne  devienne 
point  infinie  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  les  li- 
mites de  l'intégration.  Quand  nous  traiterons  en  particulier 
du  calcul  des  différences  finies  et  de  leurs  sommes ,  nous 
entrerons  dans  les  détails  nécessaires  sur  cette  manière  de 
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ealculer  approximativement  les  valeurs  numériques  des 
intégrales. 

J  3.  Cas  où  là  dérlTée  devient  infini. 
322.  Pour  défîi^ir  la  fonction  intégrale 

^  «0 
nous  supposons  que  Xy  partant  de  la  valeur  initiale  rr,, 
varie  d'une  manière  continue  ;  tant  que  fx  reste  iinîe^  la 
fonction  intégrale  étant  finie  et  continue,  a  une  signification 
bien  nette.  Voyons  ce  qui  arrive  lorsque  x  se  rapproche 
d'une  valeur  x,  qui  rend  fx  infinie.  Pour  fixer  les  idées,  soit 
X,  >  X,  et  supposons  que  x  croisse  de  x.  à  x^.  Désignons  par 
h,  une  quantité  très  petite^  mais  fixe,  et  par  e  une  quantité 
plus  petite  que  h  et  que  nous  ferons  décroître  ensuite  indéfi- 
niment, on  a 

la  première  intégrale  écrite  dans  le  second  membre  ayant 
one  valeur  déterminée,  il  sufiit  d'examiner  la  seconde  dont 
les  limites  sont  très  rapprochées,  mais  dans  laquelle  la  fonc- 
tion fx  acquiert  une  valeur  très  grande,  et  que  M.  Gauchy 
nomme  pour  cette  raison  intégrale  singulière. 

En  général,  lorsqu'une  fonction  fx  est  rendue  infinie  par 
la  valeur  x = x, ,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

k  désignant  un  exposant  tel  que  la  fonction  (fx  ne  devienne 
ni  nulle  ni  infinie  pour  x  =  x^.  Cela  posé,  on  a 


/^»,- 
«-  — 


fx»dx 


/-^«i—  «     ux 
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d'où 

f  '        f(D.dwz:i^.r  ' --,  (5) 

l  étant  comprise  entre  aj^  —  fe  et  x^  —  e.  Lorsque  l'exposant 
A  est  plus  petit  que  l'unité,  l'intégrale 

ayant  une  valeur  très  petite,  l'intégrale  singulière  consi- 
dérée a  elle-même  une  valeur  très  petite,  et  la  fonction  inté- 
grale Fa;  conserve  une  valeur  finie  et  déterminée  quand  x 
tend  vers  ar, .  Si  la  seconde  intégrale  singulière 

fx  d» 


a  aussi  une  valeur  très  petite,  rien  n'empêchera  de  prolonger 
l'intégration  au-drfà  de  la  valeur  x^  qui  rend  fx  infinie. 

Lorsque  l'exposant  k  est  égal  ou  supérieur  à  l'unité,  l'in- 
tégrale (6)  ayant  une  valeur  infiniment  grande  quand  e  est 
infiniment  petit  et  (p$  ayant  par  hypothèse  ime  valeur  finie 
différente  de  zéro,  l'intégrale  singulière  (5)  acquiert  une 
valeur  très  grande  et  par  conséquent  la  fonction  Fa?  devient 
infinie  quand  x  atteint  la  valeur  x^ .  Dans  ce  cas,  il  est 
impossible  de  prolonger  l'intégration  au-delà  de  la  valeur 
x^  qui  rend  la  dérivée  infinie.  Cependant  si  l'on  fait  passer 
x  par  une  série  continue  de  valeurs  imaginaires,  on  pourra 
tourner  l'obstacle  et  prolonger  l'intégration  au-delà  de  x,  ; 
cette  question  se  ratache  à  une  théorie  générale  sur  le  pas- 
sage des  fonctions  par  des  valeurs  imaginaires,  théorie 
dont  les  géomètres  se  sont  beaucoup  occupés  depuis  quel- 
ques années  et  dont  on  trouvera  les  principes  dans  une  ad- 
dition placée  à  la  suite  du  présent  volume. 

323.  Nous  avons  supposé  que  la  fonction  fx  qui  devient 
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\s&sm  pour  xz=^x^y  pouvait  s'écrire  sous  la  forme 

QX  ne  devenant  ni  nulle  ni  infinie.  Ceci  n'a  pas  toujours 
lieu.  Dans  ce  cas,  voici  comment  il  faut  modifier  la  règle 
précédente  :  1*  si  l'on  peut  trouver  un  exposant  k  plus  petit 
que  l'unité  et  tel  que  la  fonction  {œ^  ' —  a^yfx  =  9a?  con- 
serve ime  valeur  finie  ou  de\ienne  nulle  pour  x  =  x^y  il 
fôt  certain  que  l'intégrale  singulière  a  une  valeur  très  pe- 
tite et  que  par  conséquent  la  fonction  intégrale  ¥x  reste 
finie  ;  2*  si  Ton  peut  trouver  un  exposant  k  égal  ou  supé- 
rieur à  Funité  et  tel  que  la  fonction  (x,  —a;)*  fx  :^  (fx  soit 
supérieure  en  valeur  al)solue  à  une  quantité  fixe  À,  différente 
de  zéro,  l'intégrale  singulière  aura  une  valeur  infiniment 
grande  et  par  conséquent  il  y  aura  discontinuité  dans  Tin- 
tégration. 
Soit,  par  exemple, 

*  log  H  —  0) 


dx 


quand  x  tend  vers  1 ,  fx  devient  infinie  ;  on  ne  peut  pas 
mettre  cette  fonction  sous  la  forme 


(4  -  ^r 

de  telle  sorte  que  9X  ne  devienne  ni  nulle,  ni  infinie  ;  car 

on  a 

^=  (4—  flf)*— i  log  (4  —  «); 

la  fonction  fx  devient  nulle  pour  toute  valeur  de  k  supé- 
rieure à  {•,  infinie  pour  toute  valeur  de  k  égale  ou  infé- 
rieure à  \.  Si  l'on  donne  à  l'exposant  k  ime  valeur  comprise 
entre  {  et  1 ,  y jj  devenant  nulle,  il  est  certain,  d'après  ce  que 
nous  venons  de  dire,  que  l'intégrale  conserve  une  valeur 
finie,  quand  x  tend  vers  1  •  Cependant  on  ne  peut  pas  dé- 
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passer  là  valeur  i ,  sans  avoir  recours  à  la  considération  des 
valeurs  imaginaires^  parce  que  log  {i  —  x)  devient  imagi- 
naire ainsi  que  i/f—î. 

{  4.  Cas  où  roue  des  limites  detieiii  inteie. 

324.  Lorsqu'on  fait  augmenter  indéfinimait  la  limite 
supérieure  d'une  intégrale  définie,  il  faut  examiner  si  la 
valeur  de  l'intégrale  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée. 
Ceci  n'a  pas  toujours  lieu  :  par  exemple,  l'intégrale 

/x 
sin  â;  (to  =  f  —  cos  X^ 

quand  on  fait  augmenter  X  indéfiniment,  varie  sans  cesse 
de  0  à  2  sans  tendre  vers  une  limite  déterminée. 

Quand  la  dérivée  est  périodique,  la  décomposition  de 
l'intégrale  en  une  sonune  de  termes  formant  une  série  con- 
vergente est  un  moyen  très  commode  pour  reconnaître  si 
l'intégrale  tend  vers  une  limite  finie.  Soit  l'intégrale 

dans  laquelle  la  limite  supérieure  X  est  très  grande  ;  on  peut 
la  décomposer  de  la  manière  suivante  : 

/    X  COSaflP  ,         /    âS  008  «:t  .  /  2a  COS  7X  .  /    S  COS  «» 

/•      ^-^      t/o       M^       J^     ^-^^       I/|5      4 


r*^  COS  otX 


(2ii-1)ic 


.     /^      iJa      COS  ;d?  ^      ,      /^  COS  a»   , 

Sa  2a 

X  étant  compris  entre     l^^'""  et-^i-iîl  ^  Gomme  les  termes 

sont  alternativement  positifs  et  négatifs  et  vont  en  dimi- 
nuant, la  série  est  convergente.  Ainsi  l'intégrale  proposée 
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ieni,  vers  une  limite  finie  quand  X  augmente  indéfiniment* 
Od  représente  cette  limite  par  le  symbole 

0» 


/ 


COSod?   , 


•  •  •  •  T* 


Lorsque  la  dérivée  ne  change  pas  de  signe  au-delà  d'une 
certaine  yalenr ,  il  faut  évidemment,  pour  que  l'intégrale 
conserve  une  valeur  finie,  que  cette  dérivée  tende  vers  zéro 
quand  x  augmente  indéfiniment.  Mais  cette  condition  n'est 
pas  nécessaire  quand  la  dérivée  change  de  signe  indéfini- 
ment ;  on  a,  par  exemple, 

/x  /Vk  /^VSc 

mi^.das=l        sins9^.da+  i  sin  «».£&+... 

h  /   sm«'.(to+  #    _  sing^.da; 

les  termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs;  les  limites 
%  resserrant  déplus  en  plus,  ils  vont  en  diminuant  ;  donc  la 
série  est  convergente  et  cependant  la  dérivée  sin  x^  ne  tend 
pas  vers  séio. 

325.  Supposons  que  fx  tende  vers  zéro  quand  x  augmente 
indéfiniment,  cette  fonction  pourra  en  général  être  mise  sous 
la  forme 

^^ 

k  étant  un  exposant  tel  que  la  fonction  ç  j?  ne  devienne  ni 
nulle  ni  infinie,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  x.  En  dési- 
gnant par  H  un  nombre  très  grand,  mais  fixe,  nous  aurons 

/"*   fm,dfi—f     fx.dm^l      foi.dx. 

Comme  la  première  partie  a  une  valeur  finie  et  déterminée, 
il  suffît  de  considérer  la  seconde.  On  a 
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I     fx^dx 


xdr  -  ^^' 


d^où 

fxAx-jl.j      -.  (7) 

Lorsque  Texposant  k  est  plus  grand  que  l'unité,  l'intégrale 


(8) 


ayant  une  valeur  très  petite,  si  grand  que  soit  X,  l'intégrale 
(7),  aura  elle-même  une  valeur  très  petite  et  l'intégrale  pro- 
posée tendra  vers  ime  limite  finie,  que  l'on  représentera  par 
le  symbole 

Lorsque  l'exposant  k  est  égal  ou  inférieur  à  l'unité^  l'inté- 
grale (8)  ayant  une  valeur  très  gi*ande ,  ainsi  que  l'inté* 
grale  (7),  l'intégrale  proposée  ne  tendra  pas  vers  une  limite 
finie  et  déterminée. 

On  modifiera  aisément  ce  théorème  pour  le  rendre  appli- 
cable au  cas  où  la  fonction  {x  ne  peut  pas  être  mise  sous 

la  forme 

%x 

C5X  ne  devenant  ni  nulle  ni  infinie  ;  si  Ton  peut  trouver  un 
exposant  k  plus  grand  que  l'unité  et  tel  que  la  fonction 
(fx=ia^  fx  conserve  ime  valeur  finie  ou  devienne  nulle 
pour  X  =  00,  il  est  certain  que  l'intégrale  tendra  vers  une 
limite  finie  et  déterminée. 

Au  reste,  on  peut  ramener  le  cas  où  la  dérivée  devient 
infinie  à  celui  où  l'une  des  limites  de  l'intégration  devient 
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* 

infinie  ;  supposons  que  dans  l'intégrale 

la  dérivée  fx  devienne  infinie  pour  x=:x^\  posons 

/a>  =  ï. 
d'où 

l'intégrale  deviendra 

326.  n  arrivesouvent  quel'on  cherche  la  valeur  d'unein- 
tégrale  définie  renfermant  un  paramètre  arbitraire  que  Ton 
fait  augmenter  indéfiniment.  Ce  cas  se  ramène  au  précé- 
dent :  considérons,  par  exemple,  l'intégrale  définie 

'^  sin  koL  da 


f. 


sin  a 


dans  laquelle  les  deux  limites  a  et  2^  sont  comprises  entre 
0  et  '  ;  cette  intégrale  définie  a  une  valeur  finie  et  déter- 
minée. Supposons  maintenant  que  l'on  fasse  augmenter  le 
paramètre  h  indéfiniment  ;  posons  /ra  =  rr,  il  vient 

x**siaA:a.rf« /^sina?  (to 

Jn      sin  a    ~^J  la    *sinf 

/^  MIC  sin  X .  dx        x>(m+i)it  sin  x .  dx 
u      Asinf       J  fin,  kwy\ 

^•K    smx.dx      ^sina.dx 

J  {n^\)'K  k  sin  f     J im   *  sin  f  ' 

^  étant  compris  entre  (m — l):r  et  hitt,  kh  entre  mt  et 

(n-f  1)  ^-  Si  fc  est  inférieur  ou  égal  à^ ,  l'arc  f  reste  com- 
pris dans  le  premier  quadrant,  sin  ^  va  en  croissant  ;  on 

voit  par  là  que  les  termes  de  la  série  sont  alternativement 
I    positifs  et  négatifs  et  vont  en  diminuant  ;  la  série  est  couver- 
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gente,  et  sa  valeur  à  partir  du  second  terme  est  moindre 

que  ce  second  terme,  qui  est  lui-même  moindre  que  r-^ — ; 
^  ^  ^      k  sm  a 

le  premier  terme  étant  aussi  moindre  que  t— : — ,  la  valeur 

de  l'intégrale  définie  est  plus  petite  que  ,   ."^ ;  elle  tend 

donc  vers  zéro  quand  k  augmente  indéfiniment. 


CHAPITRE  IV. 

PRINCIPES  DE  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 

327,  Noos  aTons  vu,  dans  les  deux  premiers  chapitres 
du  présent  livre,  conunent  Tintégration  d^une  classe  nom- 
breuse de  fonctions  algébriques  et  trigonométriques  est  ra- 
menée à  dépendre  de  la  détermination  des  trois  intégrales 

^^4-0»  gin»/  ^^ 

l/l— c»8in«y-dr,  (II) 


/i 


(4  +  tt  sin*  y)v/4— <?*sitf  f  '  ^*"^ 

de  sorte  que,  si  ces  trois  intégrales  peuveni  s'exprimer  en 
fonction  de  (f,  sous  forme  finie^  par  des  radicaux,  des  loga-* 
rîihmes,  des  sinus  ou  des  arcs  de  cercle,  on  aurait  sous  la 
même  forme  les  intégrales  indéfinies,  et  par  suite  les  In^ 
tégrales  définies  d'une  infinité  d'autres  fonctions  plus  com- 
pliquées. 

Une  telle  expression  n'est  pas  possible.  Les  intégrales  (I), 
(II),  (10)  sont  des  transcendantes  nouvelles,  auxquellels  on 
peut,  pour  l'abréviation  de  l'écriture,  affecter  des  caracté- 
ristiques spéciales,  de  même  qu'on  désigne,par  l'abréviation 
bg  Xy  l'intégrale  définie 


qoi  n'a  pas  d'expression  algébrique  [70  et  1 38]. 

En  conséquence,  Legendre  a  proposé  et  l'on  est  convenu 
d'adopter  les  notations  suivantes  : 

T.  II.  A 
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0 

de  manière  que  les  intégrales  indéfinies  (I),  (H),  (m)  aient 
respectivement  pour  expressions 

F(c,  y)  +  const.y  E(c,  9>)  +  cotw^,,    n(c,  a,  y)  +  eoiu^ 

328.  Soit 

»»      y* 

--  +  -  =  ! 

l'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes  ; 
ci  nous  posons 


a«-^A* 


=  c« 


a' 

en  sorte  que  c  désigne  rexcentricité  de  Tellipse,  nous  au- 
rons pour  la  longueur  de  Tare  Bm  {fig.  77),  mesuré  depuis 
le  sommet  B  du  petit  axe  jusqu'au  point  m  dont  Fabscisse 

est  j?  [174], 

Faisons 

^  =  a  siû  ff  : 

il  viendra 

-  =  J     y\~-c^  sin*  ç.dy  =  E(c,  y). 

A  cause  de  cette  propriété  remarquable  de  la  fonction  E  de 
mesurer  l'arc  d'une  ellipse  dont  c  est  l'excentricité,  quand 
on  prend  l'angle  y  pour  variable  indépendante  et  le  sommet 
du  petit  axe  ;pour  origine  des  arcs,  les  trois  fonctions  F,  E, 
n  ûût  reçu  la  dénomination  de  fonctions  elUptiqueSj  et  on  les 
distingue  en  les  qualifiant  respectivement  de  fonctions  el- 
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liptiques  de  première^  de  seconde  et  de  troisième  espèces. 

La  constaDte  c  qui  représente,  dans  la  fonction  de  se- 
conde espèce,  Texcentricité  d'une  ellipse,  se  nomme  en  gé- 
néral le  module  :  la  constante  a,  qui  n'entre  que  dans  la 
fonction  de  troisième  espèce,  et  qui  peut  être  positive  ou 
négative,  réelle  ou  imaginaire,  conserve  spécialement  le 
nom  de  paramètre. 

La  variable  indépendante  <p  se  nomme  Yamplitude.  Si 
du  point  0,  comme  centre,  avec  le  rayon  OA,  on  décrit  un 
cercle,  et  qu'on  prolonge  l'ordonnée  pm  jusqu'à  la  ren- 
contre du  cercle  en  n,  on  à  Op  =  On.  sin  BOw.  Ainsi  l'am- 
plitude (f  est  représentée  géométriquement  par  l'angle  BOw, 
qaand  la  fonction  E  (c,  <p)  «st  représentée  géométriquement 
par  l'arc  elliptique  Bm. 

329.  Les  trois  fonctions  elliptiques  sont  évidenmient  des 
fonctions  impaires  de  cp  [18],  puisque  la  différentielle  df 
change  de  signe  par  le  changement  de  y  en  —  y,  tandis 
que  le  facteur  qui  multiplie  df  sous  le  signe /ne  change  pas. 

Quand  l'amplitude  f  est  égale  à  un  quart  de  circonfé- 
rence, ou  lorsqu'on  prend  j  tt  pour  limite  supérieure  des 
intégrales,  les  fonctions  sont  dites  complètes,  et  on  les  dé- 
signe simplement  par 

¥(€),    E(c),    nie,  a). 

Si  les  valeurs  des  fonctions  elliptiques  sont  calculées  pour 
un  quart  de  circonférence,  c'est-à-dire,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  y  comprises  entre  0  et  ^  tt,  elles  se  trouveront  dé- 
terminées pour  des  valeurs  quelconques  de  f ,  à  cause  de 
la  périodicité  de  la  fonction  sin^^)  qui  entre  sous  le  sigine 
d'intégration.  Ainsi  l'on  a 

F(c,i  ir+ ^)  =  8F(c)_F  ((?,  {  *~y). 
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F(c,  fit  +  y)  =i¥{e)-  F(c,i  ir-y), 
F(c,  Sir  +  ^  =  4F(c)  +  F(c,  f), 

et  ainsi  des  autres. 

Le  module  c  doit  toujours  être  supposé  <  1  [310]  :  deux 
modules  c,  c'  liés  par  réquation  c*  +  c'*=  1 ,  sont  dits 
complémentaires . 

330.  Désignons  par  9,  4^?  f*  1^^  t^^îs  côtés  d'un  triangle 
sphérique,  dans  lequel  Tangle  M,  opposé  au  côté  fx,  serait 
donné  par  l'équation  sin  M =c  sin  (x  ;  de  Saçon  que,  si  Ton 
pose  pour  abréger 

€08  M  =  1/4— c*sinV  =  ^«j     • 
la  fonnule  fondamentale  de  la  trigonométrie  «phérîque 
donnera  la  relation 

cos  u=-cosr  cos  T^  -t-  sinvsin  ^* Afi,  (1) 

et  par  suite 

4 "^^  ^*  z=  (cos  » <i08  t^  +  sin  y  sin  ^.Af*)*. 

En  résolvant  cette  dernière  équation  par  rapport  à  Ap, 
et  en  rejetant  la  racine  qui  donnerait  pour  A/x  une  valeur 
négative,  on  trouve 

AfA(4  — c*  sin*  y  sin*  1)  zz  c*  sin  f  sin  ^  ces  f>  cos  ^  • 

+  1/4  — c*(4  —cos*  y cos*+  +  sm*f  sin*+— c*8in*^sin*+). 

Mais  il  est  aisé  de  vérifier  que  la  quantité  sous  le  radical 
se  réduit  à 

(I  — c*sin*  f)  (I  —  c* sin* *)  =  (a0*.(a*)*, 

en  désignant  par  A<p,  A^/,  des  quantités  composées  en  f , 
4^,  comme  Afx  Test  en  fx  :  donc,  suivant  cette  notation^ 

A^. A^  +  ^  sin  7  sin  ip  cos  9>  cos  ^  ,^. 

Aft  =  ,    .   , r-r- .  W 

4  —  C*  sm*  f  sm*  ^ 
On  en  conclut,  après  quelques  transformations. 


THÉORŒ.  DES  FONCTIONS  ELUPTIQCES.  53 

.  j     4  —  (Afi)* (SJB  y  ces  ^A^  —  SJn  ^  COS  yAy)' 

ou 

sin  f  C08  ^Â^  —  sin  ^  oos  «Av 
sm  ft  = j^ T-r-z — r-z- .  (3) 

Si  Ton  diSërentîe  cotte  dernière  équation,  en  y  considérant 
f  et  4*  comme  des  arcs  variables,  et  fx  comme  un  arc  con- 
stant, il  vient 

df     .      nfr,  ^)  dp  £i{f,  ^) 

Ay*(l_c«8in*y8in«^)«      a*'(I  —  #^sin«y  sin»^)"""   '     *^ 

Pour  abréger,  nous  désignons  par  Q  (<p,  ^)  la  fonction 

(4  4  c*  sin'  f  8in*  ^)  cos  3»  cos  ^a^a^  ~  sin  9»  sin  ^ 
— e"8in  y  sin^  (sin?  ^p-f  sin*^  —  cos^y  cos*^  —  c* sin* 9> sin* ^) . 

Comme  Téquation  (3)  est  symétrique  par  rapport  k(f  etk 
^,  il  su£Bra  de  foniier  le  coefâcient  de  clf ,  d'où  l'on  conclura 
celui  de  d^^.  On  pourrait  donner  à  la  fonction  SI  d'autres 
formes  :  il  convient  seulement  d'en  choisir  une  qui*  mette 
eft  évidence  la  propriété  de  cette  fonction  d'être  symétrique 
par  rapport  aux  deux  variables  9,  ^. 
L'équation  (4)  se  réduit  à 

_^  df      rf^  _^_^  dy  d^ 

d'où,  en  intégrant^ 

P(c,  f)  —  F(c,  ^)  «  conàt.  ^ 

Pour  détermiiier  la  constante  arbitraire  que  cette  intégra- 
tion a  introduite,  on  fait  dans  l'équation  (1)  4^=0,  ce  qui 
donne  9  =  fi;  et  comme  F  (c,0)  0,  =:il  en  résulte,  entre 
les  variables  7, 4^  et  la  constante  fx,  déjà  liées  par  l'équa* 
tîon  (1),  et  assujetties  à  former  les  trois  côtés  d'im  triangle 
spbérique  dans  lequel  l'angle  opposé  au  côté  constant  est 
aussi  constant,  cette  autre  équation 

F(^,  f)  -  F(c,  ^)  =  F(c,  u).  (5) 
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D0ÛC9  si  Ton  a  les  valeurs  de  la  fonction  dliptique  de 
première  espèce  pour  deux  amplitudes  9,  ^,  on  obtiendra 
par  Faddition  de  ces  valeurs  celle  de  la  fonction  de  même 
espèce  pour  une  amplitude  p,  fx  étant  déterminé  en  fonc- 
tion de  fj  ^  par  Téquation  (1),  ou  par  l'équation  (3)  qui  en 
est  une  transformation. 

331.  Posons 

«  =  H^r  fh  V  =  ¥{C,  *). 

Afin  d'exprimer  que  9  est  l'amplitude  pour  laquelle  la  fonc- 
tion F  a  la  valeur  u,  nous  écrirons  avec  Jacobi 

de  sorte  que  les  lettres  am,  initiales  du  mot  amplitude j  dé- 
signeront la  fonction  inverse  de  celle  à  laquelle  a  été  affectée- 
la  caractéristique  F. 
On  écrira  aussi  d'après  cette  contention 

^  =  am  t?, 

Âf)  =  Â  am  «e,  Àf  =  À  am  t;  ; 

et  en  conséquœce  la  combinaison  des  équations  (3)  et  (5) 

donnera 

sin  am  (il  —  f?) 

sin  am  tt.Gosamv.Aamt; — sinamv.cosam  v.Âamu    ,  ^ 
—z — — — ^ .  (a> 

4  —  c*  sm*  am  u.sm*  am  v 

Lorsque  le  module  c  se  réduit  à  zéro,  l'équation  précédekite 
se  change  dans  la  formule 

sin  (u  —  t;)  =  sin»  cos  t;  —  sin  v  cos  u^ 

On  trouverait  de  même,  en  employant  l'autre  racine  de 

l'équation  (9)  ^ 

sin  am  (u  ^.  v) 

sin  am  u.cos  am  v.Aam  v  +  sin  am  v  cos  am  u.  Aam  u       ,^ 


I  I  fc  ■  «■       Il  t     hm 


i  —  <?•  sin'  am  u.sin'  am  v 
cos  am{u±v) 

cos  am  M.cosamv.:^  sin  amu.sin  amv.Aam  M.Aame; 

'         ■     ■'     ■'  ■    ■■  '      ■  ■        .■PI         III, 

♦  -^  €* siù*  am  tt.sin'am r 
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et  en  général,  toutes  les  fonnules  dont  les  analystes  font  un 
si  fréquent  usage  pour  la  transformation  des  fonctions  trigo- 
nométriques,  ont  leurs  analogues  pour  la  transformation  des 
fonctions  elliptiques  inverses  de  première  espèce,  ou  plutôt 
peavent  être  considérées  comme  des  cas  particuliers  des 
formules  elliptiques)  dans  lesquelles  cm,  suppose  le  module 
nul,  ce  qui  entraîne 

amuz^tf^  Aamu  =  4. 

Le  développement  de  ces  curieuses  analogies  a  fait  Tobjef 
des  beaux  travaux  d'Abel  et  de  Jacobi,  accueillis  dans  le 
monde  savant  avec  un  intérêt  que  la  jeunesse  des  deux 
^ules  (tous  deux  destinés  à  une  mort  prématurée)  rendait 
encore  plus  vif.  La  sagacité  de  ces  géomètres  s'est  appliquée 
surtout  à  suivre  dans  leur  extension  aux  fonctions  ellipti- 
ques inverses,  les  relations  remarquables  par  laquelle  l'ana- 
lyse des  sections  angulaires  se  rattache  à  la  théorie  dès 
nombres  et  à  la  haute  algèbre  [79].  En  raison  de  toutes  ces 
analogies,  on  doit  aujourd'hui  considérer  la  fonction  sin  am  u 
(pour  laquelle  on  a  proposé  diverses  notations  entre  les- 
quefles  les  géomètres  n'ont*  pas  encore  fait  un  choix  défi- 
nitif) comme  constituant  vraiment  la  fonction  directe,  dont  u 
serait  la  fonction  inverse.  C'est  ainsi  qu'au  point  de  vue  delà 
géométrie,  comme  dans  l'ordre  d'idées  plus  gén&ales  d'oi 
procède  la  théorie  des  fonctions,  il  est  naturel  déconsidérer 
le  sinus  comme  fonction  de  l'arc ,  plutôt  que  l'arc  comme 
fonction  du  sinus. 

332.  n  est  aiséde  voir,  d'après  ce  qui  précède,  comment 
on  pourrait  construire  pour  une  valeur  donnée  du  module, 
entre  les  limites  d'amplitude  0  et  f 'tt,  une  table  des  valeurs 
de  la  fonction  F,  ou  (ce  qui  seïfait  encore  {dus  simple)  une 
table  des  valeurs  de  la  fonction  sin  am  u,  entre  les  limites 
tt  =  0,  tt  =  î  iî.  Faisons  dans  la  formule  {a')  i; =dti,  et «up^ 
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posons  ^tt  asse^  petit  pour  cpi'on  puisse  prendre  sans  erreur 

sensible 

sin  am  d^  =  sin  ^  =  ^^ 

cette  formule  donnera 

sin  am  (u-H  <fti)  =  sin  am  t<  +  âu.cos  am  tt.Aam  u. 

En  faisant  successivement,  dans  cette  dernière  équation, 

uzzêu,  ti  »  9^,  u  =  3Ju^  etc., 

on  aura  les  valeurs  de  la  fonction  sin  am  u  pour  une  suite 
de  valeurs  équidifférentes  de  u,  dont  la  différence  est  ^u» 
Ce  procédé  comporterait  des  simplifications  et  des  vérifica- 
tions analogues  à  celles  qu'on  indique  pour  le  calcul  des 
tables  trigonométriques  ordinaires  .D'ailleups  on  renverserait 
sans  difficulté  la  table  des  valeurs  de  la  fonction  sin  am  u, 
pour  former  celle  des  valeurs  de  la  fonction  u  =  F  (c,  ^)y 
qui  est  plus  spécialement  appropriée  aux  besoins  du  calcul 
intégral» 

333»  n  s'agit  de  montrer  maintenant  comment  on  peut 
calculer  directement  la  fonction  F  (c,  f  )  pour  chaque  valeur 
du  module  et  de  FampUtude,  sans  être  obligé  de  construire 
une  table  spéciale  pour  chaque  module,  en  répétant  le  sys- 
tème d'opérations  indiqué  dans  le  n*"  précédent.  Désignons 
donc  par  c,C|  des  modules  quelconques,  etproposons-nous  de 
déterminer  un  coefficient  constant  &,  de  manière  qu'on  ait 


on 


'•^     -*~»4™».        (») 


1/^4— c"  sin»  y        1/4— cpsin'fi* 

Il  y  a  une  infinité  de  manières  de  satisfaire  à  cette  éqoa- 
tion,  en  assignant  des  relations  convenables  entre  les  mo- 
dules c,  c,  et  entre  les  variables  ^,  tf^.  Sans  traiter  le  pro- 
blème par  des  méthodes  directes  qui  exigeraient  de  trop 
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longs  développements,  admettons  que  Ton  fasse 

iin*  f(t  —  Ci*  sin*  fi)  =  *•  sin*  f>i  (I  -^  an*  fi),  (?) 

ce  qui  donne  par  la  différentiation 

sinyicos  ^  i  dfi  ces  fdf 


sin  f  (I  — <?i*sin*y,)  c,*8in*y  +  *■(<  —a  sinVi] 
Mettons  dans  le  premier  membre  la  valeur  de  sin  7  et  dans 
le  second  celle  de  sin  f  ^ ,  Fime  et  l'autre  tirées  de  l'équation 
(7)  ;  nous  aurons 

dfi  _^ COSyrfy 

*|/^4— ct'sin'yi  ~  l/(ife« +r,»8m^  y)*  -  4**sinV  • 
équation  dont  la  comparaison  avec  Téquation  (6)  donne 

df  df 

cosyl/4— c«sin«f^^  K(Aj'  +  a'8m",»)"  — iiPsin'f' 

ou 

i*  (I  —  sin«y)  (4  —  c*  sin*y)  =  (A*  +  c^»  sin»  y)«  -  ik*  sin»^  ; 

et  pour  que  celle-ci  soit  identique  par  rapport  à  f ,  il  faut 
qu'on  ait 

d'où  Ton  tire 

Substituons  dans  l'équation  (7)  ces  valeurs  de  c^  j  k^  et 

elle  donnera 

siû(%i — f)  zzc  sin  f. 

334.  La  valeur  de  C|  ainsi  déterminée  est  toujours  plus 
grande  que  0.  D'après  cela,  imaginons  que  Ton  calcule  une 
suite,  ou,  comme  on  dit,  une  échelle  de  modules  c^,  c^,  Os,  •  •  • 
liés  entre  eux  et  au  module  primitif  c  par  les  équations 

^  _8V/c     ._2V/^.     ^  _«t/^i   ^te  /iv 

1  +  c  4  -f  c,  I  +Ct 

jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  valeur  c,,  peu  différente  de 
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l'unité  ;  et  que  Ton  détermine  en  outre  une  série  d*ampli<» 
tudes  (f^j  (fty  ?a9  •  • .  au  moyen  des  équations 

sin  (îf»,  —  f  )  «  c  sin  ?, 
sin  (2f i  —  yi)  =  Cl  sin  yi, , 
sin(S?,  — ©t)  =<?isin  f»,  ^  ^^^ 

etc. 
on  aura  aussi 

F(c.„)  =  li^  .F,..„.)  =  (!±1')  (If)  Fto,), 

etc. 

Mais  lorsque,  dans  Téchelle  des  modules,  on  sera  amvé  à  un: 
terme  c,  peu  différent  de  l'unité  (et  il  suffira  ordinairement 
de  calculer  un  petit  nombre  de  termes),  on  aura  sensiblement 

F(ç.. ..)  -/•  _=£L===/"-^  =  log  tang  (-;  +  1 A 
*/  0    Kl  — fim'î»     «>  0    cos  f  \4       S    / 

d'où 

Rien  n'empêche  de  prdonger  la  série  (b)  en  arrière  de  c 
par  une  suite  de  termes  Ct,  Ct^  <^~i9  •  •  •  dérivant  les  uns 
des  autres  selon  la  même  loi,  en  sorte  qu'on  ait 

^v/êi;  ^[/'cTt  ^\/cZ      .         /Wv 

c=-4 — !,    r-,  =  --^ — ,    c^=j.^,  etc.      (*'> 

sin  (îy — y-i)  =  c_i  sin  y-i,  j 

sin(2v.i — 9>_s)=*c_«siny«i,  |  (c^') 

etc.  ) 

On  tombera  bientôt  sur  un  terme  c_, ,  très  peu  différent  de 
zéro,  et  alors  oa  aura  saifiiblement 
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d'où 


On  choisira  entre  les  formules  {d)  et  [d!)  celle  qui  conduira 
le  plus  rapidement  à  la  valeur  de  F  (c,  f  )•  C'est  ainsi  qu'ont 
pu  être  calculées  les  tables  données  par  Legendre  dans  son 
grand  ouvrage  sur  les  fonctions  elliptiques. 
Quand  on  prend  (j^  =  ^  tt,  les  équations  [c')  donnent 


^^  1  — «  TTy     ^_  I  _  Alt^  •  .  •    ^—s  — "  M 


•~1 


ÎT. 


Donc  si  Ton  désigne  par  K  la  limite  vers  laquelle  converge  le 

prodoit 

(1+c«,)(1+c.,)(1+<r-,)... 

composé  d'un  nombre  infini  de  facteurs  qui  vont  en  conver- 
geant vers  Tunité/la  valeur,  de  la  fonction  complète  F(c) 

estK|. 

335.  Passons  à  la  fonction  elliptique  de  seconde  espèce    * 

Si  Ton  désigne  toujours  par  f ,  ^  deux  angles  assujettis  à  vé- 
rifier l'équation  (1)  du  n""  330^  et  par  conséquent  l'équation 
différentielle 

on  a 

rf.E(c,r)-rf.E(c,+)  =  ^-~^-e«(8inV^-8in«p^) 

=  C*  (sin*îp  —  sinV)  -^  • 


Or  Téquatioïi  (1  )  donne 

A/A.i.sin  7 sin  Z'  =  sin 7  tos  *f  c{|>  +  sin  ^  cos  ^  d^^ 
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et  en  substituant  pour  d^  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (8) , 

dm 

àyi.d.skkf  sin  ^  =  (sin  ^p C08  +A9»  —  sin^ C08  yA^)  — .      (9) 

A? 

On  a  d'ailleurs^  en  vertu  des  équations  (2)  et  (3], 

sinfA Sin  y  COS  ^Aj>  —  Sin  ^  COS  yAy 

"Âjr       AyA^  — <?sinysin^cosycos+' 
et  de  la  combinaison  des  équations  (9)  et  (1 0)  on  tire  aisément 

dm 
sin  u  d.sin  y  sin  ^  =  (sin*  f  —  sin*  ^) -i.  (H) 

Ay 

Donc 

d.E  (c,  f) — d.E  {Cf  ^)  =  —  c*  sinfi<f  .siny  siïi^, 

E  {e,  y)  —  E  (e,  ^)  =  const.  —  c*  siii  fi  sin  y  sin  ^, 

et  en  déterminant  la  constante  arbitraire  de  manière  qu^on 
ait  à  la  fois  ^=0,  <f  =  i»-y 

E(<?,  y)  —  E  (c,^)  =  E(c,  II)  —  e'sinfAsinysin^.        (<2) 

336.  Considérons  maintenant^  comme  dans  ]e  n*  333,  un 
module  c,  et  une  ampHtude  ?!,  liés  à  c  et  à  tppar  lés  équations 

^•=7^,sin(8yi— y)  =  csiny.  (IS> 

On  tirera  de  celle-ci  par  la  difiTérentiation 

^^'-*^-        2c(>s(8y.-y)       ' 

ou  bien  en  remplaçant  cos  {ij^  —  ^ )  par  sa  valeur  Af,  tirée 
de  la  seconde  équation  (13), 

_dy  CCOSy-hAy 

^^•=ry- — i — •  (**^ 

Mais  Téquation  (6)  donne 

rfy   yi— c,«8m»y 

*'"  =  !;• — i — ' 

ou,  en  remettant  pour  k  sa  valem*, 


,         df   i  +e      ^ _, 

Ay       2 


(«5) 
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Gomme  les  équations  (14)  et  (15)  doivent  s'accorder,  il  faut 
qu'on  ait 

(1  +  c)  l/l  — Ci'sirfjîî  =  c  CCS  9»  ^.  Â7«  (46) 

Hultipliens  les  équations  (14)  et  (16)  membre  à  membre, 
etiliÀendra 

d'où,  en  intégrant, 

(4+c)E(iri,  fi)  =  E(^  f) ~  •F((?,  r)  +  «  siE  y.        (17) 

Nous  n'ajoutons  pas  de  constante  arbitraire ,  parce  <pie 
tous  les  termes  de  t^tte  équation  s'évanouissent  séparément 
pour  9=0. 

Si  Ton  prend  y =w,  on  aura  (pi  =  jtt, 

E(c,ir)  =  8E(c,iir)=:«E(c), 

F(c,ir)  =  8F(c,Î7r)=3F(c), 

«t  la  formule  (17)  doimera  cette  relation  entre  les  fonc- 
tions complètes 

(1  +  •c)E(e,)  =  «E(c)  —  (4  -  c»)F(c).  (48) 

337.  En  suivant  Téchelle  des  modules  et  des  amplitudes 
doDl  la  loi  a  été  donnée  dans  le  n"*  334»  on  trouve 

1—^1* 
(4  +  cOE(c,,ff)  =  E(ci,fi) —  .F(Ci,  9>i)  +  et  sin  f^,  (49) 

nci,fx)  =  ~.F{e,f).  (30) 

On  peut  éliminer  F  (c,  f  ),  F  (Cj,  (j)|)  entre  les  équations  (1 7)^ 
(19)  et  (20),  puis  substituer  pour  Ct  sa  valeur  en  c^  et  il  vient 
définitivement 
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Comme  le  même  calcul  peut  être  indéfiniment  répété,  en 
suivant  l'échelle  ascendante  ou  descendante  des  modules, 
on  ramènera  toujours  la  fonction  E  (c»  <f)  à  dépendre  de  deux 
fonctions  de  même  espèce,  pour  lesquelles  le  module  aura 
une  valeur  très  peu  différente  de  zéro  ou  de  l'unité.  Or, 
quand  le  module  c,  est  très  peu  différent  de  zéro  ou  de  Tu- 
nité,  on  a,  sans  erreur  sensible, 

ou  bien 

Nous  n'insisterons  pas  sur  Tapplication  des  calculs  analo- 
gues aux  fonctions  elliptiques  de  troisième  espèce.  Cette  dis- 
tinction de  trois  espèces  de  fonctions  elliptiques  répond,  ainsi 
qu'on  Ta  indiqué  au  commencement  de  ce  chapitre,  à  un 
problème  particuUer  de  calcul  intégral  :  mais  dans  l'état  ac- 
tuel de  la  théorie  des  fonctions  [331],  et  du  moment  que 
l'on  considère  la  fonction  sin  am  u  comme  celle  qui  joue  le 
rôle  direct  et  principal,  et  dont  les  autres  dérivent  par  in- 
version, le  nombre  des  fonctions  inverse^  qui  peuvent  s'y 
rattacher,  ainsi  que  celui  des  paramètres  qu'elles  peuvent 
impliquer,  n'ont  plus  rien  de  limité  ni  de  défini» 


CHAPITRE  V, 

APPLICATIONS  GËOBIÉTRIQUES  DU  CALCUL  DES  INTÉGRALES 

DÉFINIES  SIMPLES. 


$  1*^  Quadrature  des  courbes  planes. 

338.  Nous  aTons  eu  maintes  fois  occasion  de  rappeler 
que  rinlégrale 

u  =  /     fx.dx 
*• 

mesure  l'aire  d'une  courbe  dont  x  et  fx  sont  les  coordonnées 
rectangulaires  :  Taire  mesurée  ayant  pour  limites,  d'une  part 
Farc  de  la  courbe  intercepté  entre  les  ordonnées  fx^,  fx^y 
d'autre  part  ces  ordonnées  mêmes,  et  enfin  Taxe  des  x.  Cette 
application  du  calcul  intégral  s'offre  si  naturellement  que, 
dès  l'origine,  il  a  été  qualifié  de  Méthode  des  quadratures, 
et  qu'aujourd'hui  encore  on  donne  communément  le  nom  de 
çModrofttre  {33]  à  l'opération  par  laquelle  on  obtient,  exac- 
tement ou  d'une  manière  approchée,  la  valeur  d'une  inté- 
grale définie.  Sans  répéter  la  démonstration  d'un  théorème 
qui  nous  est  devenu  si  familier,  nous  allons  l'appliquer  à 
quelques  courbes  choisies  parmi  celles  qui  méritent  particu- 
Kèrement  de  fixer  l'attention . 

L'équation  de  la  parabole  ordinaire  étant  mise  sous  la 
forme  

ou  trouve  pour  l'aire  de  cette  courbe,  mesurée  à  partir  du 
sommet 

{/x.dxssi  -  V/îp.a?t/«  =  - ary. 
9  3  «> 
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Ainsi  Taire  du  triangle  parabolique  Omp  {fig*lB)  est  les 
deux  tiers  de  celle  du  rectangle  Opmq  construit  sur  Fordon- 
née  et  sur  Tabscisse  du  point  m.  Cette  proposition^  décou- 
verte par  Archimède,  est  l'objet  d'un  opuscule  de  ce  grand 
géomètre,  où  il  applique  à  deux  tours  de  démonstration 
fort  singuliers,  Tun  fondé  sur  des  principes  de  statique  dont 
lui-même  était  l'inventeur,  l'au^  sur  la  sommation  d*uiie 
progression  géométrique  décroissante,  la  méthode  de  ré- 
duction à  l'absurde,  qui  seule  pouvait,  aux  yeux  des  an- 
ciens, établir  rigoureusement  lé  passage  du  fini  à  l'infini- 
ment  petit  [49]. 

En  prenant  pour  Féquation  de  Tellipse  rapportée  à  son 
centre  et  à  ses  axes 

l'aire  du  trapèze  elliptique  OprhB  (fig.  77),  dont  l'un  des 
côté  est  l'abscisse  Op  =  jc,  a  pour  valeur 


tt  =  -  /      i/tt'  —  a^MX' 


On  pourrait  en  conclure  de  suite,  ainsi  qu*on  le  fait  dans 
les  traités  élémentaires  des  sections  coniques^  le  rapport  du 
trapèze  elliptique  OpmB  au  trapèze  circulaire  0/mC,  pris 
dans  le  cercle  concentrique  à  l'ellipse  et  dont  le  rayon  est 
a  (').  Pour  arriver  au  même  résultat  en  appliquant  les  règles 
ordinaires  de  l'intégration,  on  fera 


V/o'  — j:*  =  te,    ou    x^^ 


a* 


4+^' 


(')  Ârchimède  connaissait  cette  manière  de  ramener  la  qnadratvre  de  l'el- 
lipse \  celle  du  cercle,  mais  elle  loi  paraissait  dépendre  de  lemmei  difjMiet 
à  accorder  (Lettre  à  Dosithée,  serrant  de  préface  an  Traité  de  la  qnadnture 
de  la  parabole).  Les  lemmes  dont  il  s'agit  ne  peuvent  être  que  les  principes 
de  la  méthode  des  limites. 


QUADRATURE  DES   COURBES  PUNES.  Ç5 

d'oh 


l/ô*— af.rfxs:/      txdx  =  '-ta? /      x^ 

*  ^0  2  2-/  ^ 


'A 


et  par  suite 
y^V«*^=^-da?  =  ^ a?  v^5'^r^+ ^o» Q -  arc tang î:^^ 


-  X  i/d^— «•  H-  -  a*  arc  sin  -  ; 
2  2  fl' 


co  qui  donne  enfin 


«=_|A^4--arcsin-=-|  +  -arcsin-. 


On  en  conclut  que  ^  est  Taire  du  quadrant  elliptique 
OAwiB,  et  que  tt  àb  est  Taire  de  Tellipse  entière. 

Comme  ^  est  Taire  du  triangle  Om/?,  celle  du  secteur 
elliptique  BOm  a  pour  valeur  -3-  sin  - . 

339.  Si  Ton  emploie  Téquation  de  Thyperbole  sous  la 

fonne 

b     _^_^ 

a 

et  que  Ton  pose,  pour  faciliter  le  calcul,  la  relation  auxiliaire 


y  ««—tt»  =  tx, 
on  a 

^  û  2  4         Lx  +  V^aj*--a*J 

En  conséquence,  on  trouve  pour  la  valeur  de  Taire  hy- 
perbolique Apm  [fig.  84)  : 

II.  K 


a» 
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Donc 

ab  _     /a?       y\ 
secteur  0mA  ■»  -r-  log f  -  +  t  )» 

ce  qui  entraîne  comme  conséquence  que  l*aire  comprise 
entre  Thyperbole  et  ses  asymptotes  est  infinie. 

L*aire  de  l'hyperbole  dépend  d'une  fonction  logarithmi- 
que, de  môme  que  Taire  de  l'ellipse  dépend  d'une  fonction 
circulaire.  L'analogie  géométrique  de  Tellipse  et  de  l'hyper- 
bole correspond  à  l'analogie  des  fonctions  trigonométnques 
et  exponentielles,  et  de  leurs  inverses,  les  arcs  de  cercles 
et  les  logarithmes. 

L'équation  de  lliyperbole  équilatère,  rapportée  à  ses 
asymptotes,  étant 

^  =  â' 

Taire  de  Tespace  asymptotique  compris  entre  les  coordon- 
nées qui  répondent  aux  abscisses  a;.,  x,  a  pour  valeur 

et  si  Ton  prend  a=zi/%  a;.=  l,  il  vient  simplement 
u^logâ;.  Ainsi  les  logarithmes  népériens  peuvent  être 
considérés  comme  donnés  par  les  aires  d*une  hyperbole  équi- 
latère.  C'est  pour  ce  motif  qu'on  les  a  longtemps  désignés 
par  la  dénomination  de  logarithmes  hyperboliques;  mais 
cette  dénomination  était  mal  choisie,  puisque,  si  Ton  donne 
à  la  constante  a  une  valeur  convenable,  la  fonction  u  déter^ 
minée  par  Téquation  (1),  représentera  également  bien  tout 
autre  système  de  logarithmes.  On  sait  en  efiet  [64]  que  les 
logarithmes  à  base  quelconque  se  déduisent  des  logarithmes 
népériens  quand  on  multiplie  ceux-ci  par  un  module  constant 
pour  chaque  base- 
On  peut  toujours  passer,  par  des  additions  ou  des  sous- 
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tractions  de  polygones  rectilignes,  de  Taire  d'une  courbe  rap- 
portée à  un  système  de  coordonnées  rectilignes,  obliques  ou 
rectangulaires,  à  Faire  de  cette  courbe  prise  dans  un  autre 
système  de  co(xrdonnées  rectilignes.  Telle  est  la  raison  pour 
laquelle  la  fonction  logarithmique^  qui  s'o&e  immédiate- 
ment dans  le  calcul  de  Faire  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses 
asymptotes,  reparaît  à  la  suite  de  diverses  transformations, 
quand  on  rapporte  Fhyperbole  à  ses  axes. 

340.  En  mettant  Féquation  de  la  logarithmique  sous  la 
fonne  y  =  e',  on  aura 

11-=  r   e*dx  =  c*  —  < , 

valeur  qui  se  réduit  à  —  1  quand  on  fait  ic  =  —  oo.  Ainsi 
Faire  de  l'espace  compris  entre  Fordonnée  OB  {fig.  79),  la 
courbe  BM'  prolongée  à  Finfini  du  côté  des  abscisses  néga- 
tives, et  Fasymptote  OX',  aussi  prolongée  à  Finfini,  a  une 
valeur  finie,  égale  au  carré  construit  sur  la  droite  OB. 

La  cydoîde  étant  donnée,  comme  dans  le  n"*  176,  par  le 
système  des  deux  équations, 

a?  =  R  (y  —  sin  y),  y  =  R  (4  —  cos  y), 
on  aura 

/»*  /^? 

yix  =  R  /    (^  —  cos  ffYd^ 

=  R*  (ly  —  Ssiiiî^  +  isinS^). 

On  prendra  pour  la  limite  supérieure  de  l'intégrale  9  =  Ztt, 
afin  d'avoir  Faire  comprise  enlre  un  arceau  et  la  hase  de  la 
eydolde,  ce  qui  donnera  u = 3îrR*,  c'est-à-dire  le  triple  de 
Faire  du  cerde  générateur.  La  formule  qui  précède  s'étend 
d'elle*méme  à  des  valeurs  quelconques  de  9)  et  à  la  quadra- 
ture d'un  nombre  quelconque  d'arceaux. 

341  •  L'aire  limitée  par  une  courbe  plane  fermée  est  ime 
quantité  indépendante  du  système  des  coordonnées  aux- 
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quelles  on  rapporte  la  courbe  ;  et  cette  aire,  que  nous  dési- 
gnerons par  U,  est  ordinairement  celle  que  Ton  se  propose 
de  déterminer  dans  un  problème  de  quadrature.  Si  la  courbe 
est  algébrique,  son  équation  F  {x^y)  =  0  donne  au  moins 
deux  racines  y=:zt^x,  y^=î^Xj  correspondant  à  la  même 
abscisse,  et  dans  ce  cas  on  a 

U  =  /*  *  {t^w  —  Ux)  dx  =  r  't^xdx--  r  'î^xdx: 

fj^F  désignant  l'ordonnée  de  Tare  m^n^m^  {fig.  80),  f,x  celle 
de  Tare  m^rio  nti,  x^  et  Xi,  les  abscisses  des  droites  m^p^  et 
nti  Pi  qui  limitent  la  courbe  parallèlement  à  Taxe  des  y.  Les 
arcs  m.  m  roty  m^  n»  nti,  pourraient  d'ailleurs  appartenir  à 
des  courbes  algébriques  différentes,  ou  à  des  courbes  non 
algébriques,  et  éprouver  dans  leur  cours  des  solutions  de 
continuité  du  second  ordre  ou  des  ordres  supérieurs.  L'in- 
tégrale U  se  décomposerait  sans  difficulté  en  un  plus  grand 
nombre  d'intégrales  partielles^  si  la  courbe  fermée  affectait 
des  sinuosités^  comme  celles  qui  sont  indiquées  sur  la/?^.  81 . 
342.  L'aire  d'une  courbe,  telle  qu'on  la  définit  dans  le 
système  des  coordonnées  polaires  [1 80] ,  ayant  pour  diffé- 
rentielle 

'du  =  J  r^df, 

sera  donnée  par  la  formule 

dans  laquelle  il  faudra  substituer  pour  r^  sa  valeur  en  fonc- 
tion de  <p  donnée  par  l'équation  polaire.  Si  la  courbe  est 
fermée  et  comprend  dans  son  intérietu?  l'origine  des  rayons 
vecteurs,  de  manière  que,  pour  chaque  valeur  de  ^  comprise 
entre  0  et  Stt,  r*  ait  ime  valeur  réelle  el  unique,  il  vient 

2/o 
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La  courbe  étant  toujours  fennée,  et  le  pôle  se  trouvant  dans 
rintérieur  de  la  courbe^  il  peut  se  faire,  si  elle  office  des  si-- 
nuosités,  que,  pour  les  valeurs  de  7  comprises  entre  de  cer- 
taines limites,  r^  ait  3  ou  5,  ou  en  général  un  nombre  impair 
de  racines  réelles.  Au  contraire,  si  le  pôle  se  trouvait  hors  de 
l'enceinte  formée  par  la  courbe,  r^  aurait  toujours  un  nombre 
pair  de  racines  réelles.  Dans  toutes  ces  circonstances  qu'il 
suffit  d'indiquer,  l'intégrale  U  se  décompose  en  diverses  in- 
tégrales partielles,  ayant  chacune  des  Umites  particulières. 

$  2.  Rectification  des  courbes. 

343.  Le  problème  de  la  rectification  des  courbes  est  une 
application  importante  du  calcul  intégral  dont  les  particu- 
larîtés  exigent  que  nous  donnions  un  choix  d'exemples  plus 
nombreux. 

En  désignant  par  s  la  longueur  de  l'are  d'une  courbe  plane, 
dont  xetfx  sont  les  coordonnées  rectangulaires,  on  a  [1 74] 

et  par  conséquent, 

$^r  v/4+(rF)«.da:,  («) 

x^  étant  l'abscisse  du  point  de  la  courbe,  à  partir  duquel 
Tare  est  mesuré.. 

344.  Appliquons  d'abord  cette  formule  à  la  parabole 
ordinaire,  dont  nous  mettrons  l'équation  sous  la  forme 

En  plaçant  l'origine  des  arcs  au  sommet  de  la  parabole, 
nous  aurons 

+  S-  log  {rnx  +  V/4+m'aO .  W 
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n  est  aisé  de  voir  que  cette  expression  change  de  signe  en 
conservant  la  même  valeur  numérique,  lorsqu'on  change  x 
en  — X]  oe  qui  s'accorde  avec  la  situation  de  la  parabcde 
par  rapport  aux  axes* 

Considérons  maintenant  la  parabole  de  Neil  [197] ,  en 
donnant  à  Téquation  de  cette  courbe  la  forme 

et  prenons  pour  origine  des  arcs  Torigine  des  coordonnées 
où  la  courbe  subit  un  rebroussement  de  première  espèce 
(fig.  53).  La  formule  (s)  donnera 

On  sait  que  k  parabole  de  Neil  est  la  développée  d'ime 
parabole  ordinaire  [197}  ;  il  résulte  de  la  théorie  des  déve* 
loi^pées  des  courbes  planes,  que  Ton  peut  toujours  assigner 
algébriquement  la  différence  des  rayons  osculateurs  d'une 
courbe  algébrique  en  deux  points  différents  (x.,  t/o)»  (^i>y  t)f 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose  [191],  la  longueur  de  Tare  de 
la  développée  de  cette  courbe ,  compris  entre  les  points 
{t,i^9  ((i,Y)|),  qui  sont  les  centres  de  courbures  de  la  déve» 
loppante,  correspondant  respectivement  aux  points  {Xo^y^^ 
(ajjjtfj.  D'autre  part  les  coordonnées  ^^w  |,,rî|  peuvent 
toujours  s'exprimer  algébriquement  en  fonction  de  x.^j/o  ; 
X|,  y^,  et  réciproquement.  Par  conséquent/.toutes  les  courbes 
qui  sont  les  développées  de  courbe»  algébriques  doivent 
être  rectifiables  comme  la  parabole  de  Neil  ;  c'estrà-dire  que 
Ton  peut  exprimer  la  longueur  de  l'arc  en  fonction  algébri- 
que des  coordonnées  des  points  extrêmes. 

*345.  On  applique  immédiatement  à  la  comparaison  des 
arcs  d'ellipse  tout  ce  qui  a  été  dit  dans  le  dernier  chapitre 
des  propriétés  de  la  fonction  elUptique  de  seconde  espèce. 
Ainsi  l'équation  (12)  du  tf  335  établit  une  relation  linéaire 
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ffltie  les  longueurs  de  trois  arcs  pris  sur  la  même  ^pse, 
et  dont  les  amplitudes  mesurent  les  trois  côtés  d'un  certain 
triangle  sphérique.  Ea  vertu  de  la  formule  (21),  la  rectifi- 
cation d^une  ellipse  quelcon<{ue  se  ramène  &  la  rectification 
d'une  ellipse  très  excaitrique,  dont  les  arcs  se  confondraient 
sensiblement  avec  des  portions  de  ligne  droite,  ou  inverse- 
ment à  la  rectification  d'une  ellipse  très  peu  excentrique 
dont  les  arcs  se  confondraient  sensiblement  avec  des  arcs 
de  cercle. 

L'éqoaticm  de  Thyperbole  rapportée  à  son  centre  et  à  ses 
axes  étant 


SI  nons  posons 


a*  ^  a 


a*  -t-  é*  sin  f 

h  longueur  de  Tarc^  mesuré  à  partir  du  sommet  de  l'une 
des  ImuMdies  de  la  courbe,  est 

Mais  l'intégration  par  parties  donne 

et  l'on  a  d'autre  part  identiquement 

cosV  4     ,  — ,---.      4  —  c*  4 


En  conséquence 
i==*  [cot  f  .i/ri?iiïï'?+E  M-E(c)  —  (4— c«)P^^^ 

en  sorte  que  Tare  d'hyperbole  s'exprime  au  moyen  de  deux 
fouetioDS  elliptiques  ôb  première  et  de  seconde  esçè(iê* 
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On  peut  chasser  les  fonctions  F  (c^cp),  F  (c)  au  moyen  des 
équations  (1 7)  et  (1 8)  du  n""  336^  ce  qui  donne  : 

es  

—  =  cot  y  •v/'*  —  <î*sm*9  —  2c  sin  y  +  E  (c)  —  E  (c,  f) 
a 

+  2(4+c)E(tf„9>,)-(l+OEW. 

Ainsi  la  rectification  de  Thyperbole  est  ramenée  à  dépendre 
de  celle  de  deux  ellipses  d'excentricités  différentes,  théo- 
rème dont  on  doit  la  découverte  à  Landen. 

Pour  trouver  ce  que  représente  dans  ce  cas  Tamplitude  (p, 
décrivons  un  cercle  du  point  0  comme  centre,  et  du  demi- 
axe  OÂ  comme  rayon  {fig.  84]  ;  du  point  m,  dont  Tahscisse 
est  Xj  abaissons  Tordonnée  mp,  et  par  le  pied/)  menons  une 
droite  qui  touchera  le  cercle  en  ^  :  on  a 

a  a 

~  costOp~smBOt' 

et  par  conséquent  angle  BOt  =  (p. 

Si  Ton  prolonge  Tordonnée  pm  jusqu'à  la  rencontre  de  IV 
symptote  en  n,  et  qu'on  appeUe  r  la  longueur  0»,  il  viendra 


r  a*  e 


c  sm  9 

d'où 


c                  i— C0S9»v/4— c^in*?   .  ^     .  „,,     „,      , 

-(r— «)  = Ll +  2c sm ,>— E(c)  +  E  c,  f) 

a  suif 

—  2(4  +  c)  E(c„  7,)  +  {4  +  c)E{c,). 

Si  Ton  fait  dans  cette  expression  ^ = 0,  ce  qui  correspond  à 
0?  =  0,  on  a 

siny=0,    E(c,y)  =  0,    y,  =0,    E(c„yJ  =  Oi 
quant  au  terme 

i  —  COS  y  V/4— c'sin'y 

siny  ' 

il  se  présente  sous  la  forme  f ,  et  se  réduit  à  zéro  d'après  la 
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lègle  connue  ;  donc  on  a  dans  ce  cas 


c 


-(r-.)  =  {<  +  c)E(c,)-E(c). 

En  d'autres  termes,  lorsque  les  longueurs  Am,  On  vont  en 
croissant  indéfiniment ,  la  diiférence  On  —  Âm  converge 
vers  la  limite 

2[(4+c)E(c,)-E(c)]. 

'346.  On  a  trouvé  [1 80]  pour  la  différentielle  d'un  arc  de 
courbe  plane,  en  coordonnées  polaires, 

d'où  Ton  tire 

s=l     i/ft-rf?,    ou     «  =  /     \/tr^dr, 

selon  qu'on  veut  éliminer  la  variable  r  ou  la  variable  9),  au 
moyen  de  l'équation  polaire  de  la  courbe. 
Par  exemple,  Féqaution  de  la  lemniscate  de  BemouUi 

devient  en  coordonnées  polaires 

i^znfj^  (cos5f>  —  sin'f  )  ; 

ce  qui  donne,  quand  on  prend  pour  origine  des  arcs  le  point 
A(/!^.  60),  où  la  lemniscate  coupe  l'axe  des  x, 

Posons 

8m,>=— r.sm^, 

cette  expression  deviendra 

« J_^     /»»         rfj>         \_     r  K      \        .jjv 

â       v7âVo    1/ 1  —  i  sin*  +        Va*    \V/51     ^'^ 

En  conséquence,  les  propriétés  de  la  fonction  elliptique  de 
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première  espèce  peuvent  se  traduire  en  propriétés  de  la  lem- 
niscate,  qui  sous  ce  rapport  office  des  analogies  très  curieuses 
avec  le  cercle.  Le  géomètre  Pagnani  est  le  premier  qui  ait 
étudié  la  lemnicaste  à  ce  point  de  vue,  et  ses  rechercb^ies  ont 
été  Torigine  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques^ 

n  faut  remarquer  que  les  équations  (4)  ou  (5)  ne  donnent 
les  valeurs  de  s  que  pour  les  valeurs  de  9  comprises  entre 
— |7r  et  |ir,  ou  pour  les  valeurs  de  ^  comprises  entre  —  {n 
et  {n,  en  sorte  qu'elles  ne  s'étendent  pas  au-delà  du  point 
d'inflexion  de  la  lemniscate. 

347.  La  cycloïde  ayant  pour  équation  différentielle  [1 77] 


dx  y 

fà  l'on  compte  les  arcs  de  l'origine  des  coordonnées^  on  trouve 

t=  |/îH.  /"— =^=  t=:4R  — «v/iR-V/iff^; 

formule  dans  laquelle  y  peut  croître  de  0  à  2R. 

Quand  on  prend  y  =  2R,  on  a  pour  la  longueur  d'un 
demi-arceau  s = 4R,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  trouvé 
en  cherchant  la  développée  de  la  cycloïde  [198]. 

L'expression  de  l'arc  de  cydolde  affecterait  une  forme  ex- 
trêmement simple,  si  le  point  Q  {fig.  42),  sommet  d'un  ar^ 
ceau,  était  pris  pour  origine  des  arcs  et  en  même  temps 
pour  origine  des  ordonnées  y,  comptées  de  Q  en  S.  Ceci  re- 
vient à  écrire  4ft  —  s  au  lieu  de  Sj  et  2R — y  au  lieu  de 
y,  d'où 

valeur  qu'il  faudrait  prendre  avec  le  double  signe,  à  cause 
de  la  symétrie  de  la  courbe  par  rapport  à  la  drcûte  QS. 

L'arc  de  la  spirale  logarithmique  [181],  qui  a  pour  équa- 
tion polaire  r  s  a**^,  sera  donné  par  la  formule 
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fonnole  qui  est  ime  conséquence  très  simple  de  la  propriété 
caractéristique  de  cette  spirale,  celle  de  couper  tous  ses 
rayons  yecteurs  sons  un  angle  constant,  dont  le  cosinus  est 

m 

348.  Soient  y:=^fxj  z=£r  les  équations  d'une  ligne 
dans  l'espace  ;  et  x^^  Tabscissa  du  point  de  la  courbe  que  l'on 
prend  pour  origine  des  arcs  ;  on  a  [223] 


i=f'l/^W(fWW^'dx.  (8) 


9 

Pour  donner  une  application  de  cette  formule,  prenons 
FhéKce  représentée  [234]  par  le  système  des  trois  équations 

â?  =  R  Gos  f ,  y  r=  R  sin  f ^  z  =  oRy, 
qui  donnent 

dx*^  —  R  sin  fdfy  cfy  »  R  cos  ffdf,  dz  «  oRdf, 
et  par  suite 

dy  .       ^.         dz  a 


fx  =  '^  =  -'COtf,  rx='j'  = r      , 

dx  dx  vmf 

«=-RV/4+â*./    df  =  Rv/r+â'.(y— ye)- 

Qa  aurait  pn  obtenir  directement  la  même  expression,  en 
considârant  que  Thélice  se  transforme  en  ligne  droite  quand 
oadévéloppelasurfacecyiindiiquesur  laquelle  elle  estiracée. 

$  3.  CabfttaredM  solides  de  réfolation. 

349.  La  mesure  du  volume  d'un  solide  de  révdution  se 
ramène  facilement  aux  quadratures  ou  à  l'intégration  de 
Ibnctions  différentielles  d'une  seule  variable.  Prenons  en  effet 
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Taxe  de  révolution  pour  celui  des  w,  et  soit  y  =  fx  Tordon- 
née  de  la  courbe  méridienne,  v  le  volume  de  la  tranche  com- 
prise entre  deux  plans  perpendiculaires  à  Taxe  de  révolution, 
ayant  respectivement  pour  abscisses,  Tun  la  constante  x,, 
Tautre  la  variable  x.  L'accroissement  At;  sera  compris  entre 
le  cylindre  qui  a  pour  volume  mf*/iXj  et  celui  qui  a  pour 
volume  n{y  -j-  ^y)^Ax  ;  du  moins  quand  on  prendra  àx  assez 
petit  pour  que  l'ordonnée  y  soit  constamment  croissante  ou 
décroissante  dans  l'intervalle  Ax.  Or  on  a 


donc 


et  par  suite 


lim.       ^y'^,       =4; 

^v 

lim.  — : — =  4,  ou  dv  =r  nt/^dx^ 
fty*àx 


vznnf  (fx)\ 

Supposons  que  la  courbe  méridienne  soit  l'ellipse 
et  posons  ajo  =  0  ;  il  viendra 

X  variant  de  0  à  a.  La  formule  donne  ^nai^  pour  le  volume 

entier  de  l'ellipsoïde  de  révolution. 

Proposons-nous  encore  de  cuber  le  solide  annulaire  en- 
gendré par  la  rotation  du  cercle  MNM'N'  (Jig.  73)  autour  de 
la  droite  PP'  menée  dans  le  plan  de  ce  cercle  et  prise  pour 
arc  des  x.  Nous  ferons  passer  l'axe  des  y  par  le  centre  du 
cercle  dont  le  rayon  sera  r,  l'ordonnée  du  centre  étant  dési- 
gnée par  R,  de  manière  que 

y,  =z  R  +  y/r»  -■  x\ 
y,  =  R  -  ^ft  -  x«, 
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soient  les  ordonnées  des  demi-circonférences  MNM',  MN'M'. 
Le  volmne  de  Taimeau  aura  pour  valeur 

^  — r  -^  — r 

Mais  on  a  [338] 
donc 

«;=«îrVR. 
$  i.  Quadrature  des  surfaces  de  révolution. 

350.  Si  Ton  inscrit  un  polygone  à  la  section  méridienne 
d'une  surface  de  révolution,  et  qu'on  face  tourner  le  poly- 
gone avec  la  courbe  circonscrite,  chaque  côté  du  polygone 
engendrera  la  surface  développable  d'un  tronc  de  cône.  Or, 
Ton  entend  par  aire  d'une  surface  de  révolution,  la  limite 
dont  s'approche  la  somme  des  aires  de  ces  troncs  de  cônes, 
quand  les  côtés  du  polygone  inscrit  décroissent  indéfini- 
ment, ou  quand  le  polygone  inscrit  approche  de  plus  en  plus 
de  se  confondre  avec  la  courbe.  Cette  définition  est  analogue 
à  celle  que  nous  avons  donnée  de  la  longueur  des  courbes 
^^174]  ;  et  nous  reviendrons  encore  sur  ce  sujet,  en  parlant, 
dans  le  chapitre  suivant,  de  la  mesure  des  aires  des  surfaces 
quelconques. 

Conservons  toutes  les  notations  du  n*  précédent,  et  appe- 
lons u  l'aire  de  la  portion  de  surface  de  révolution  intercep- 
tée entre  les  deux  plans  perpendiculaires  à  Taxe  des  x.  L'aire 
du  tronc  de  cône  engendré  par  le  côté  du  polygone  inscrit 
qui  joint  les  points  (x,j/) ,  (or  -f-  Aj; ,  y  -f-  Ay) ,  est  expri- 
mée par 
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et  son  rapport  à  Tacaroissement  ^  a  pour  limite 

donc,  d'après  la  définition  de  la  grandeur  Uy 
d'où 

Appliquant  cette  formule  à  Tellipsolde  de  révolution  con- 
sidéré plus  haut,  nous  aurons 

t*  =  2ir-./     1/  û" = — x^.dx. 

Supposons  d'abord  l'ellipsoïde  allongé  ou  a  >  6,  et  posons 
^    =1^:  il  viendra 

u  =  .*^xj/<-_  +  -.arc8m-j. 
La  formule  donne  pour  l'aire  totale  de  l'ellipsoïde  allongé 

ùb 
2ir(i*  -I — arc  sine). 
c 

Quand  c=  0,  on  a  a  =  *, ^^|î5£=  j^  et  l'on  retrouve 

l'expiession  connue  de  la  surface  de  la  sphère. 
Supposons  en  second  heu  l'ellipsoïde  aplati^  ou  a  <  ft,  et 

posons  — ^—  =  c*  ;  on  obtiendra 


K 


^?? 


expression  d'où  l'on  déduit,  pour  l'aire  totale  de  l'ellip- 
soïde aplati, 


'-[<H\^)]- 
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Quand  ^  =  0,  on  trouve  que  Texpression 

1  -Hr 


<^0 


C 

a  pour  .valeur  2,  et  Ton  retombe  encore  de  cette  maniëre 
sur  l'expression  de  la  surface  de  la  sphère. 

La  surface  annulaire  engendrée  par  la  révolution  du 
cercle  MNM'N'  {fig.  73)  a  pour  valeur 

,    ,  =  lirVR, 

c'est  àr-diie  le  produit  des  deux  circonférences  dont  les  rayons 

sQQtretR. 


dx 


CHAPITRE  VI*. 

INTÉGRALES  DÉFINIES  MULTIPLES.  —  APPUCATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

ET  PHYSIQUES. 


J  4*'.  lutégrales  doubles.  —  Application  à  la  cabatare  des  Yolumes  terminés 

par  des  surfaces  courbes  quelconques. 

351 .  Soit  f{x,y)  une  fonction  de  deux  yariables  indépen- 
dantes x^y,  laquelle  est  supposée  conserver  toujours  des  va- 
leurs finies  entre  les  limites  x^^Xi]  ^o^î/f  On  pourra  prendre 
d'abord  la  somme  des  valeurs  infiniment  petites  de  f[x,y)  dy 
entre  les  limites  yojtfi'f  et  cette  somme,  ou  l'intégrale  définie 

f{x,  y)  dy 

9. 

sera  une  certaine  fonction  de  x.  Si  Ton  prend  ensuite  la 
somme  des  valeurs  infiniment  petites  de 


(J^^f{iP,y)dy)dx, 


enti^  les  limites  x^,  x^,  on  aura  Y  intégrale  définie  doid^le 


S!  Uy^""'  ^^  ^^)  ^' 


ou,  en  supprimant  les  parenthèses  pour  plus  de  simplicité 
dans  récriture, 

et  cette  somme  est  manifestement  celle  de  toutes  les  valeurs 
infiniment  petites  du  second  ordre  que  peut  prendre  lai 
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fonction 

/  (^,  y)  ^dx, 

quand  on  y  fait  varier  j?  par  intervalles  infiniment  petits  dx, 
ypar  intervalles  infiniment  petits  dy^  entre  les  limites  x^j  x^; 

En  d'autres  termes^  si  Ton  divise  Tintervalle  x, — x^  en 

m  parties  égales  Ax,  l'intervalle  y^  —  tfo  en  n  parties  égales 

Ay  ;  que  l'on  prenne  la  somme  de  toutes  les  valeurs  de  la 

fonction 

/'(a?.»)AyAa?  (h) 

en  combinant  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  dans  la  série 

avec  toutes  les  valeurs  de  y  comprises  dans  cette  autre  série 

yo,  yo  + Ajy,  yo  +  2Ay, . .  .yo  -f-  (n—  \)  :y; 

à  mesure  que  Ton  prendra  pour  m  et  n  des  nombres  plus 
grands,  ou  pour  les  intervalles  àx^  Ay  des  fractions  plus 
petites  des  intervalles  primitifs,  la  somme  obtenue  couver* 
géra  vers  une  certaine  limite,  qui  est  précisément  la  valeur 
de  la  double  intégi*ale  (a). 

n  suit  de  15 ,  que  Fordre  des  intégrations  n'a  aucune  in- 
fluence sur  la  valeur  de  l'intégrale  double,  et  qu'on  peut 
écrire  indifféremment 

/  '/  'f^,y)dvdxy  ^^  f   f  fi^^y^d^dy- 

352.  Si  l'on  construit  la  surface  dont  x,  y  et  z=zf[x^  y) 
désignent  les  coordonnées  rectangulaires,  la  quantité  (é) 
mesurera  le  volume  d'un  parallélépipède  rectangle  qui  au- 
rait pour  base  ^x  At/,  et  pour  hauteur  l'ordonnée  z.  Les  in- 
tersections des  plans  latéraux  de  ce  parallélépipède  avec  la 
surface  circonscrivent  un  quadrilatère  courbe  dont  la  pro- 
jection en  xy  est  le  rectangle  Aa?  Ay.  Le  voliune  compris 
T.  H.  6 
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• 

entre  ces  plans  latéraux,  la  base  du  parallélépipède  (6)  et  Li 
surface  z  ==  f{xj  y)^  ne  diffère  du  volume  du  parallélépipède 
(6)  que  par  un  certain  volume  (/3)  moindre  que  ^  Ay  (Az), 
(Az)  étant  la  différence  des  valeurs  extrêmes  que  prend  For- 
donnée  z  pour  les  points  de  la  surface  qui  se  projettent  en 
xy  dans  l'intérieur  ou  sur  le  contour  du  rectangle  Ax  ày. 
Quand  la  fonction  z  n'éprouve  pas  de  solution  de  continuité 
du  premier  ordre,  (Az)  est  une  quantité  du  même  ordre  dû 
grandeur  que  àXj  Ai/  :  donc^  si  Ax^  ày  sont  des  quantités 
très  petites  du  premier  ordre,  auquel  cas  le  volume  du  pa- 
rallélépipède (6)  est  une  quantité  très  petite  du  second  ordre, 
le  volmne  (/3)  se  réduit  à  une  quantité  très  petite  du  troi- 
sième ordre.  Donc  l'intégrale  (a),  qui  est  la  limite  vers  la- 
quelle converge  la  somme  des  quantités  {b)  par  le  décroisse- 
ment  indéfini  des  dimensions  Axy  Ay,  mesure  le  volume 
limité  dans  un  sens  par  le  plan  xy,  à  l'opposite  par  la  surface 
courbe,  et  latéralement  par  quatre  plans,  dont  deux  sont 
menés  parallèlement  au  plan  xz  aux  distances  y^,  y. 
Le  quotient 

—  »/  «^ =  Af>  'î)^ 

/     /    '  dxdij 

l  étant  une  valeur  de  x  comprise  entre  x^  et  a?i,  rj  une  valeur 
de  y  comprise  entre  t/o  et  y,,  exprime  encore  la  moyenne  de 
toutes  les  valeurs,  en  nombre  infini,  que  prend  (pour  les 
points  du  plan  xy  compris  dans  l'étendue  du  rectangle  dé- 
terminé par  l'intersection  de  ce  plan  avec  les  quatre  plans 
perpendiculaires  que  Ton  vient  de  définir)  la  hauteur  z,  ou 
plus  généralement  la  fonction  f[x^  y)  qui  peut  avoir  une  si- 
gnification géométrique  ou  physique  quelconque  [33], 
353.  LMntégrale  double 

^  t*^  y. 
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dans  laquelle  on  fait  varier  les  limites  supérieures  de  x^  à 
X,  et  de  t^o  à.  y  I,  est  une  fonction  continue  des  deux  variables 
indépendantes  x  et  y.  En  désignant  cette  fonction  par 
F  [Xy  y)  on  a 

Toute  fonction  de  la  fonne 

F(ar,  y)  +  ya?  4- -^y,  (c,) 

où  (f,  ^  désigiient*des  fonctions  continues  absolument  arbi- 
traires satisfait  pareillement  à  Téquation  (c).  En  effet, 
quand  on  prend  la  dérivée  partielle  de  la  fonction  (c^)  par 
rapport  à  Xy  on  fait  disparaître  la  fonction  ^,  et  ensuite, 
lorsqu'on^prend  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  y  de  la 

fonction 

dFjx,  y)       dfX 

dx  dx  ' 

on  fait  disparaître  la  fonction  4^ .   Le  résultat  serait  le 

même,  si  l'on  opérait  les  deux  différentiations  dans  un  ordre 
inverse. 
354.  Au  lieu  de  prendre  Tintégrale 

ffipu.  y)dy 

entre  des  limites  y^,  y^  qui  ne  varient  point  avec  x^  on 
pourrait  la  prendre  entre  des  limites  variables  cp,  Xy  (p^  x;  et 
alors  rintégrale  définie 

f{x>  y)dy 

serait  encore  une  fonction  où  la  variable  x  entrerait  seule. 
En  intégrant  une  seconde  fois  par  rapport  à  x,  entre  les 
limites  m.y  ^^  on  aurait  l'intégrale  définie  double 
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Pour  se  faire  une  idée  claire  du  résultat  de  cette  opération^ 
on  peut  concevoir  que  les  valeurs  extrêmes  x^^  x^  sont  re- 
présentées {fig.  80]  par  les  abscisses  Op^y  Qp^;  les  fonctions 
%  jj,  (f^x  par  les  ordonnées  des  lignes  ou  des  portions  de 
lignes  m^nJ7l^,  mji^m^\  enfin  que  la  fonction  ([x^y]  =  z  est 
représentée  par  l'ordonnée  d'une  surface  courbe  ^  élevée 
perpendiculairement  au  plan  ay.  En  vertu  de  ces  hypo- 
thèses, et  d'après  ce  qui  a  été  expUqué  dans  l'avant-demier 
numéro,  l'intégrale  V  mesure  le  volume  limité  dans  un  sens 
par  le  plan  xy,  à  l'opposite  par  la  surface  courbe  dont  z  est 
l'ordonnée,  et  enfin  par  une  surface  cylindrique  qui  a  gour 
section  droite  le  périmètre  m^n.m^  n^. 
Plus  généralement,  si  l'on  désigne  par  A  l'aire  que  ce 

périmètre  circonscrit ,  le  rapport  ¥  exprime  la  moyenne  de 

toutes  les  valeurs,  en  nombre  infini,  que  prend,  pour  tous 
les  points  [x,  y)  compris  dans  la  circonscription  du  péri- 
mètre, la  fonction  ({x^  y)  qui  peut  avoir  une  signification 
quelconque,  géométrique  ou  physique. 

Menons  parallèlement  à  l'axe  des  x  les  droites  n^q.j  ^i  9i9 
qui  limitent  le  périmètre  ;  désignons  par  y„  yi  les  ordonnées 
0^09  Oqu  et  par  ^^  y,  ^y  les  valeurs  de  l'abscisse  x  en  fonc- 
tion de  y  pour  les  portions  de  lignes  n^m^  n^,  n.m^  n^  ;  nous 
aurons  évidemment 

/      /,      f{x,y)dxdy  =  l     f      fix,y)dydx  ^V. 

355.  Quand  la  ligne  mji^nhn^  {fig.  85),  qui  limite  l'éten- 
due de  l'intégrale  double 

"f  =fff{^,y)di,dx, 
est  donnée  par  une   équation   en   coordonnées  polaires 
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r=fy,  on  peut  prendre  pour  élément  de  l'aire  dans  l'éten- 
due de  laquelle  la  double  intégration  s'effectue ,  au  lieu  du 
rectangle  infinitésimal  dydx^  Taire  mimi  limitée  par  deux 
rayons  vecteurs  Omn,  Op,  faisant  entre  eux  l'angle  infini- 
ment petit  d(f,  et  par  deux  arcs  de  cercles  mfx,  nv,  l'un  dé- 
crit du  rayon  Om = r,  l'autre  décrit  du  rayon  On  =  r  +dr. 
La  surface  de  cette  portion  de  secteur  circulaire  a  pour 
valeur 

î  df[(r  -hdr)^  -  r% 

OU  simplement  rdr  df,  en  négligeant  un  infiniment  petit  du 
troisième  ordre.  En  conséquence,  si  l'on  désigne  par  F  (r,(p) 
ce  que  devient /(a?,  y),  ensuite  de  la  substitution  des  va- 
leurs de  Xy  y  en  r,(j),  il  viendra 

V=-/      /     F(r,f)rdrdf. 

Lorsque  la  fonction  F  (r,  y)  se  réduit  à  Tunité ,  l'intégrale 
V  exprime  simplement  Taire  limitée  par  la  courbe  r=fy, 
et  Ton  a 


iJ^ 


2'K 


(f?rdf, 


ce  qui  s'accorde  avec  le  nM80. 

Nous  avons  supposé,  pour  plus  de  simplicité,  1*  que  Tori- 
gine  des  rayons  vecteurs  tombe  dans  Tintérieur  de  Taire 
limitée  par  la  ligne  r = fy  ;  2"  que,  pour  chaque  valeur  de 
5>,  r  n'a  qu'une  seule  valeur  réelle  et  positive.  Lorsque  ces 
conditions  ne  sont  pas  satisfaites ,  les  intégrales  doivent 
être  prises  entre  d'autres  limites ,  qu'il  est  aisé  d'assigner 
dans  chaque  cas  particulier. 

356.  Quand  la  fonction  f  {œ^y)  devient  infinie  pour  un 
système  de  valeur  x=^^,  !/  ==  ^9  compris  dans  les  limites 
de  l'intégration,  il  faut  examiner  si  l'intégrale  double  con- 
serve une  valeur  finie  et  déterminée.  Imaginons  Torigine 


86  LIVRE  V.  —  CHAPITRE  VI. 

transportée  en  ce  point  et  les  coordonnées  rectangi!laire& 
remplacées  par  des  coordonnées  polaires,  Fintégrale  double 
devient 

f   F{r,f)rdrdf. 

w       «y     O 

De  la  nouvelle  origine  comme  centre  avec  des  rayons  très 
petits  e  et  A  décrivons  deux  cercles  et  considérons  le  volume 
de  la  couroime  cylindrique  correspondante  ;  ce  volume  est 
exprimé  par  l'intégrale 


f^f   F{r,f)rdrdf. 


La  fonction  F(r,f)  devenant  infinie  pour  r  =  0,  se  mettra 
en  général  sous  la  forme 

si  l'exposant  est  moindre  que  2,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
précédemment,  l'intégrale  singulière 

»*  ♦  (r,  9) 


/ 


dr 


aura  une  valeur  très  petite  quand  on  fera  tendre  e  vers  zéro; 
le  volume  de  la  couronne  cylindrique  sera  très  petit  et 
l'intégrale  double  conservera  une  valeur  finie  et  déterminée. 

Dans  ce  cas  on  peut  appliquer  à  l'intégrale  double  les 
règles  ordinaires  et  effectuer  les  deux  intégrations  dans 
un  (M^re  quelconque. 

Quand  l'intégrale  singulière  n'est  pas  infiniment  petite 
pour  toutes  les  valeurs  de  9,  il  est  impossible  de  pousser  la 
dou})le  intégration  jusqu'au  point  qui  rend  f  (a?,  y)  infinie. 
Autrement,  on  risque  d'arriver  à  des  résultats  tout  à  fait 
inexacts.  Prenons  pour  exemple  l'intégrale  double 


/V^'^cIt^.^^^î'- 
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En  intégrant  d'abord  par  rapport  à  ia  variable  x^  on  a 

+1  2 


«+y 


et  en  intégrant  ensuite  par  rapport  à  j^, 

fS      dy 

En  effectuant  les  intégrations  dans  un  ordre  inverse,  on  a 

en  sorte  que  l'on  obtient  deux  résuUats  différents  -|-  tt  et 
—  ir,  selon  Tordre  dans  lequel  on  effectue  les  intégrations 
simples.  Mais  ceci  n'a  rien  d'étonnant  :  la  fonction /*(x,  t/) 
devient  infinie  pour  a?  =  0,  y  =  0,  et  l'intégrale  doui)le  est 
effectivement  indétermiilée. 

357.  n  arrive  souvent  que  par  un  changement  de  varia- 
bles^ correspondant  géométriquement  à  im  changement  de 
coordonnées,  le  calcul  de  la  double  intégrale  V  devient 
plus  simple  ;  et  en  tout  cas,  il  importe  d'examiner  ce  que 
devient  cette  intégrale  par  un  changement  de  variables. 
Sciait  donc  a,  |3  deux  nouvelles  variables  liées  à  â7,y  par  les 
équations 

et  posons 

f{x,  y)  =  F(«,  15). 

49  =  f,dx  +  ud?,  (e) 

rfj  =  ^,rfa  +  ^,rf/3.  if) 

Pour  chasser  d'abord  de  l'intégrale  V  la  différentielle  dy ,  on 
remarquera  que  cette  différentielle  est  prise  en  supposant  x 
constant^  et  par  coi^séquent  (2a;  ==  0^  ou 

Tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  rf|3,  et  la  substituant 
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dans  réquation  (f),  on  aura 

dy  = -aa, 

u 

ce  qui  donne 

dydx  = tfodr, 

Maintenant  il  faudra  prendre  la  diférentielle  dx  en  traitant 
a  comme  une  quantité  constante,  ou  en  posant  dans  Téqua^ 
tion  (e)  da  =  0,  d'où  dx  =  <ftd^y  et  par  suite 

En  opérant  Télimination  de  dxy  dy  dans  un  ordre  inverse, 
on  aurait  eu  symétriquement 

V  =  //F(«,  P).(f,h  -  u^P,)dxd?, 

expression  qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  signe  : 
or»  comme  Tintégrale 

prise  entre  les  mêmes  limites  que  V,  est  la  mesure  d^une 
aire,  qui  mesure  elle-même  l'étendue  de  l'intégrale  V,  on 
ne  doit  considérer  que  la  valeur  absolue  de  cette  intégrale, 
et  le  signe  du  facteur  ^i^,  —  y,^(*,  est  indifférent. 
Si  Ton  prend 

on  a 

^^  =  cos  f>,  ^1  «  sin  3p,  y,  «=  —  r  sin  0»,  ^,  =  r  cos  y, 

d'où 

comme  on  l'a  trouvé  directement  par  des  considérations 
géométriques,  trop  simples  pour  n'être  pas  présentées  en 
premier  lieu. 
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358.  Afin  de  donner  un  exemple  de  Tapplication  du  cal- 
cul des  intégrales  doubles  à  la  cubature  des  corps  terminés 
par  des  surfaces  quelconques ,  proposons-nous  d'évaluer  le 
volume  de  Tellipsoîde  à  trois  axes  inégaux,  dont  la  surface, 
rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes,  a  pour  équation 


a"î  +  ôi  +  ?  =  ^'"^'  =  =^jf^   -S?— -^- 

Léquation  de  la  section  de  la  surface  par  le  plan  xt/  est 

b     

a 

donc,  si  Ton  pose,  pour  abréger, 


a 

la  tranche  de  l'ellipsoïde,  limitée  par  deux  plans  parallèles 
à  celui  des  yz,  et  correspondant  aux  abscisses  x^^x^  aura 
pour  valeur 

0*J  s,  J  -.11 

Or  il  vient 

ce  qui  donne 

bc  •»*  r  4  T 

Enprenant  a:o= — o,  x=^ay  on  a  ^Ttàbc  pour  le  volume 
de  Fellipsolde  entier. 

\  s.  Aires  des  surfaces  courbes  quelconcpies. 

359.  Étant  donnée  une  surface  courbe  quelconque  S,  si, 
par  des  points  très  rapprochés  pris  sur  la  surface,  on  mène 
des  plans  tangents ,  ces  plans  se  couperont  de  manière  à 
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former  un  polyèdre,  à  faces  très  petites^  qui  enveloppera 
la  surface,  et  approchera  d'autant  plus  de  se  confondre  avec 
S,  que  les  points  auront  été  pris  plus  voisins  les  uns  des 
autres.  Â  une  portion  linûtée  de  la  surface  S,  telle  que  celle 
qu'intercepterait  une  surface  cylindrique  ayant  pour  sec- 
tion droite  une  courbe  fermée,  tracée  dans  le  plan  xy^ 
correspondra  une  portion  limitée  de  l'enveloppe  polyédri- 
que, savoir  la  portion  interceptée  par  cette  même  surface 
cylindrique.  Cela  posé,  on  entend  par  Taire  de  la  portion 
de  surface  courbe  ainsi  circonscrite,  la  limite  û  dont  s'ap- 
proche indéfiniment  Taite  de  la  portion  correspondante  de 
l'enveloppe  polyédrique,  quand  les  dimensions  des  faces  du 
polyèdre  vont  en  décroissant  indéfiniment,  par  le  rappro- 
chement indéfini  des  points  de  contact  de  la  surface  avec 
le  polyèdre  enveloppant. 

Menons  le  plan  tangent  à  la  surface  S  au  point  (x,y,2), 
et  prenons  le  point  de  projection  (x,!/)  pour  Tun  des  som- 
mets d'un  rectangle  ayant  ses  côtés  Ao?,  Ay  respectivement 
parallèles  aux  axes  des  x  et  des  1/  [352].  Les  plans  menés 
par  les  côtés  de  ce  rectangle^  perpendiculairement  au  plan 
xy,  circonscriront  sur  la  surface  S  une  aire  Au,  et  sur  le 
plan  tangent  en  (x,y,z)  un  parallélogramme  dont  l'aire  aura 
pour  valeur  numérique,  d'après  un  théorème  connu  de 
géométrie, 

AyAo? 


COSv 


(y  désignant  Tangle  aigu  du  plan  tangent  avec  celui  des  x^  ^ 
ou  bien  [237] 

V  <  +  p"  +  ?•  •  AyAx. 

Donc,  par  la  définition  même  de  la  quantité  0,  consi- 
dérée maintenant  comme  fopction  des  coordonnées  iadé- 
pendantes  a;,f/. 
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da  =  y^-hp^  +  q'-dt/dx,  («) 

€i-=sff\/K  +  p*  r  q^'dydx.  (n) 

On  tire  de  l' équation  de  là  surface  les  valeurs  des  déri- 
vées partielles  p,  q  en  fonction  dex^y:  les  limites  de  la 
double  intégration  sont  données  par  le  contour  de  la  ligne 
qui  circonscrit  la  projection  sur  le  plan  ocy  de  la  surface  ou 
nortion  de  surface  dont  il  faut  évaluer  l'aire  Q. 

Les  éléments  dQ  peuvent  être  des  infiniment  petits  du 
second  ordre,  même  quand  les  dérivées  p,  q  deviennent 
infinies,  si  d'ailleurs  l'ordonnée  z  conserve  une  valeur  finie 
[342],  ou  si  elle  n'éprouve  qu'une  solution  de  continuité 
du  second  ordre. 

Nous  regardons  l'équation  (&>)  comme  la  définition  de  la 
fonctionû^  de  même  que  nous  avons  regardé  [174]réquation 

d$  =2  [/ A-^'Kdx 

comme  la  définition  de  la  fonction  s.  La  défi^nition  physique 
que  l'on  donne  de  la  longueur  d'un  arc  de  courbe,  en  ima- 
ginant cette  courbe  formée  par  un  fil  parfaitement  flexible 
et  inextensible  (ou  plutôt  par  un  fil  dont  la  roideur  et 
l'extensibilité  sont  inappréciables),  ne  comporte  pas  d'ex- 
tension aux  aires  des  surfaces  courbes,  à  moins  qu'il  ne 
s'agisse  de  surfaces  développablbs  ;  et  de  là  même  nous  pou- 
vons conclure  qu'elle  n'est  pas  la  vraie  définition  de  la 
fonction  s  :  car  l'analogie  mathématique  des  fonctions  5,  Q 
doit  se  retrouver  dans  les  définitions  de  ces  deux  grandeurs, 
si  elles  sont  tirées  de  ce  qu'il  y  a  d'essentiel  dans  la  nature 
des  grandeurs  définies,  et  non  d'un  caractère  accidentel  ou 
secondaire. 

^360.  Cherchons,  d'après  la  formule  ($2),  l'expression 
de  la  surface  de  l'ellipsoïçle  quelconque 

«•  «*  ;;* 

--  +  —  +  -  =  1  ; 
a«  ^  *•  ^  c«       ^ 
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nous  aurons 


*  /»«  /»*  «*» 


c*  X 


i_^'r. 


de  manière  que,  si  l'étendue  de  l'intégrale  est  limitée,  sur 
le  plan  xy^  par  le  contour  de  l'ellipse 

et  si  Ton  désigne  par  û  l'aire  de  la  portion  de  surface  située 
d'im  côté  du  plan  xy^  ou  la  moitié  de  l'aire  totale  de  l'ellip- 
soïde, il  viendra 


.=//l/lz£zî|::OzB 

*     —  "^^  ^^m  — -— 


-^ifydx. 


b' 

Admettons,  ce  qui  ne  restreint  point  la  généralité  de  la  so- 
lution, que  l'ordre  de  grandeur  des  demi-axes  a,  6,  c  soit 

exprimé  par 

a>b>c, 
et  posons 

d'où 

«<<,|3<M3<«:  (I) 

nous  aurons 

de  façon  que  le  calcul  de  û  sera  ramené  à  celui  de  l'inté- 
grale double 

l'auiiliaire  ?  étant  déterminée  par  l'équation 


t-l/iEZfE£ll* 
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Ott 

Mais  rien  n'empêche  de  considérer  les  nouvelles  variables 
$,  71,  ç  comme  des  coordonnées  rectangulaires;  et  alors  Tin* 
tégrale  «  pourra  aussi  être  considérée  comme  exprimant  le 
volume  limité  par  le  plan  |  yî,  par  la  surface  cylindrique 

{«  +  >,«  =  <,  (3) 

et  par  l'ordonuée  Ç  de  la  surface  (2),  prise  positivement. 
Or,  si  Ton  fait  mouvoir  un  plan  parallèlement  au  plan  |y}, 
dans  le  sens  des  C  positifs,  ce  plan,  en  vertu  des  inégalités 
(1),  ne  rencontrera  pas  la  surface  (2)  dans  l'intérieur  du 
cylindre  (3),  tant  qu'on  aura  f  <  1 .  Quand  C  deviendra  égal 
à  Tunité,  le  plan  mobile  touchera  la  surface  en  un  point 
situé  sur  l'axe  des  C?  et  ensuite  il  la  coupera  suivant  une 
série  d'eDipses  qui  auront  pour  demi-axes 


ces  demi-axes  devenant  égaux  entre  eux  et  à  l'unité,  pour 

Ç=oo. 

D'après  cela  on  peut  encore  évaluer  le  volume  v  en  pre- 
nant pour  élément  du  volume  la  difTérence  infiniment  petite 
de  deux  cylindres  dont  la  hauteur  commune  est  C,  et  dont  les 
bases  sur  le  plan  l'/i  sont  deux  eUipsesayant  pour  aires  [338] 

Donc  on  a 

et  par  cette  considération  ingénieuse,  due  à  M.  Catalan  ('), 


0  Voyez  le  Journal  de  mathématiques  de  M.  Lioaville>  t.  lY,  p.  333,  et 
l.V,p.445. 
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l'intégrale  double  qui  exprimait  la  valeur  de  v  se  trouve 
transformée  en  intégrale  simple. 
Maintenant  l'intégration  par  parties  donne 

f-  d.EH  /' 


Soit 


a 


smf 
il  viendra 


^       ^4/  l/^«*— iS>sin*7     J  sin^y  '        ' 

o^  sm'  y  "^  y  V^  a*— ;S*sinV 

En  faisant  les  substitutions  convenables,  on  trouve  qi\e  la 
valeur  de  l'intégrale  définie  -  se  compose  de  deux  parties  : 

l'une  donnée  par  les  termes  hors  du  signe  y,  et  qui  est  égale 
à  la  différence  des  valeurs  que  prend  la  fonction 

(«*■>- ]3*co8*y — Qsiny 
C0S5>^^a■— /S*  sin*  y' 

quand  on  y  fait  à  la  limite  supérieure  sin  ç  =:  0,  et  à  la  li- 
mite inférieure  sin  y  =  a.  Cette  différence  se  réduit  à 

L'autre  partie  est  formée  de  l'intégrale 

_  (<_«.)  /•  ^f  _  6«  f       ^"f^ 

^  'J  l/'a*  —  p*  sin»  <f      ^  J  l/«*  -  ô*  sia*  <f 

=-yV-'-p'«n«f.rff  -  0  -  «*) /'  .  "^L  ■ , 

^  ^  U^a'  — |5'sm* 
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prise  aussi  entre  les  limites  8in^  =  0,  sin^  =  0(9  ou^  a»0^ 
^  =:  jUL,  en  désignant  par  sin  11  la  constante  a,  plus  petite 
qoe  Fonité.  Renversons  l'ordre  des  limites^  et  employons  la 
notation  des  fonctions  elliptiques,  en  posant  pour  simplifier 


^6      û^/îrzr^ 


cette  partie  de  la  valeur  de  -  s'exprimera  par 

a 

OU  par 

^ ^^>y  >[(tf -  ^  E(*,  f.)^c^  F{k,  f.)L 

en  remettant  pour  a  sa  valeur.  En  conséquence  la  surface 
du  demi-ellipsoïde  a  pour  expression 

û«  rc«  +     -4^  -tCa»  -  O  E(*,  p)  +  c«  F(A.  p)]. 

*361.  Proposons-nous  encore  d'évaluer  la  surface  con- 
vexe d'un  cône  oblique^  à  base  circulaire;  et  à  cet  effet, 
plaçons  le  sommet  du  cône  à  Torigine  des  coordonnées 
(A9.  86)  et  ia  base  circulaire  dans  un  plan  parallèle  à  celui 
des  t/z,  de  manière  que  le  point  G,  centre  du  cercle,  tpmbe 
dans  le  plan  xy  :  on  aura^  pou^  les  équations  de  la  base 

du  cône, 

a?  — ï=0,  3*  /(!/  — >î)'  — .^*=0, 

et  pour  celle  de  la  surface  conique, 

5«a'  +  {r,w  —  ryy  —  ^  V  =  0.  (4) 

Noos  désignons  par  l  l'abscisse  OP  ou  la  hauteur  du  cône, 
par  T}  l'ordonnée  PC  du  centre  de  la  base,  par  p  le  rayon  de 
labaseCR.=CR,. 
En  tirant  de  l'équatitn  (4)  les  valeurs  de/>',  ç',  on  a 

.    *    r  r A*  p*  ^*  +  b^  ^  -^  ^"^^  —  ?y)]'\  i .  . 
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Si  nous  posons,  pour  faciliter  Tintégration  [357],  y=«r,  « 
désignant  une  nouvelle  variatle,  nous  aurons  dy=xda-{'<cdx, 
et  pour  le  cas  où  Ton  fait  varier  y  en  traitant  x  comme  une 
constante,  dy  =  xd(Xy  d'où 

Effectuons  l'intégration  par  rapport  à  x  entre  les  limites 
x  =  Oy  x  =  l,  et  doublons  le  résultat,  afin  d'avoir  Taire 
des  deux  portions  de  la  surface  situées  de  part  et  d'autre  du 
plan  xj/,  il  viendra 

Les  limites  de  l'intégrale  sont 


H  4-  p 
a  =5  ■  f      a  = 


rj  — p 


5    '  ç    ' 

correspondant  à  a;  =  $,  et  à 

On  obtiendra  une  expression  plus  simple,  en  posant 

vi  —  Ça  =  p  COS  p, 

d'où. 

et  il  est  facile  de  voir  que  cette  intégrale  rentre  dans  la  classe 
de  celle  qui  peuvent  s'exprimer  par  les  fonctions  elliptiques. 
En  général,  la  quadrature  des  surfaces  coniques  seramène 
au  calcul  d'une  intégrale  simple ,  comme  celle  des  sur- 
faces de  révolution  ;  car  l'équation  générale  des  surfaces  de 
la  première  famille,  quand  on  place,  comme  cela  est  permis, 
le  centre  delà  surface  à  l'origine  des  coordonnées,  étant  [249] 
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on  a 

et  après  qu'on  a  posé,  comme  ci-dessus, 
il  vient 

=  î/l/4  +  W«  -  «^'«)'  +  (f  «)'.a:*rf«. 
J  3.  Intégrales  triples. 

362.  On  n'est  pas  conduit,  dans  les  questions  de  pure 
géométrie,  à  considérer  des  intégrales  tripler  de  la  forme 

M  =/ff  f  {x,  y,  z)  dzdydx  ? 

mais,  par  contre,  il  est  évident  que  des  intégrales  de  cette 
nature  doivent  figurer  dans  toutes  les  questions  de  physique 
oîi  il  n'est  pas  permis  de  faire  abstraction  de  quelques-unes 
des  dimensiens  des  corps.  Si,  par  exemple,  il  s'agit  d'éva- 
luer  le  poids  ou  la  masse  d'un  corps  dont  la  densité,  va- 
riable d'un  point  à  l'autre,  a  pour  mesure  f{x,  y,  2),  au  point 
dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont  x,  y,  z,  ce  poids  ou 
cette  masse  seront  mesurés  par  l'intégrale  M,  dont  les  limites 
devront  être  choisies  de  manière  à  comprendre  précisément 
l'espace  occupé  par  le  corps.  Si  l'on  divise  M  par  le  volume 
du  corps,  ou  par  l'intégrale 

Y  =J/f  dzdydx, 

prise  entr3  les  mêmes  limites,  on  obtiendra  la  densité 
moyenne  du  corps,  ou  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  f 
dans  l'étendue  de  la  triple  intégration.  Ce  sont  là  autant  de 
conséquences  manifestes  de  la  définition  même  de  la  fonc- 
tion f[i  30],  et  de  l'hypothèsu  de  la  continuité  de  la  matière, 
sur  laquelle  cette  définition  repose.  Nous  donnerons  par  la 

T.  u.  7 
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suite  quelques  éclaircissements  sur  l'interprétation  que  cette 
théorie  doit  recevoir,  quand  on  considère  les  corps  conune 
des  systèmes  de  particules  disjointes. 
Si  la  fonction  f  mesurait  une  température,  le  rapport  ^ 

serait  la  température  moyenne"  du  corps,  et  aiosi  de  suite. 

La  première  intégration  par  rapport  à  z  aura  lieu  entre 
des  limites  qui  sont  des  fonctions  des  deux  autres  variables 
indépendantes  x,  y,  et  qui  représentent  les  ordonnées  (per- 
pendiculaires au  plan  xy)  des  surfaces  ou  portions  de  sur- 
faces par  lesquelles  le  corps  est  limité.  L'étendue  des  deux 
intégrations  subséquentes  par  rapport  ^  xeik  y  sera  celle 
de  l'aire  circonscrite  sur  le  plan  xy  par  l'intersection  de  ce 
plan  avec  un  cylindre  tangenl  à  la  surface  du  corps,  et 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  aux  2.  > 

363.  Pour  prendre,  dans  l'étendue  de  l'espace  occupé 
par  un  corps,  une  intégrale  définie  triple,  il  convient  sou- 
vent de  substituer  au  système  des  coordonnées  rectangu- 
laires un  système  de  coordonnées  polaires  dont  l'emploi  est 
d'ailleurs  naturellement  suggéré  par  les  besoins  de  l'astro- 
nomie et  de  la  géographie.  Imaginons  un  plan  fixe  mené 
par  l'origine  des  rayons  vecteurs,  et  un  rayon  fixe  ti^acé 
dans  ce  plan  ;  la  position  d'un  point  dans  l'espace  est  déter- 
minée lorsqu'on  assigne  :  1°  la  longueur  r  du  rayon  vecteiu*  ; 
2*  l'angle  6  que  forme  le  rayon  vecteur  avec  une  droite  per- 
pendiculaire au  plan  fixe  ;  3**  l'angle  ^  que  la  projection  du 
rayon  vecteur  sur  le  plan  forme  avec  le  rayon  fixe.  Si  l'on 
prend  pour  plan  fixe  (ou  plan  fondamental,  comme  quel- 
ques-uns l'appellent)  celui  des  xy ,  et  pour  rayon  fixe  le 
demi-axe  des  x  positifs,  on  passera  des  coordonnées  rectan- 
gulaires aux  coordonnées  polaires  au  moyen  des  formules 

j:  =  rsinOco8^,  y  =rsin  ôsin^,  z=  rcosô. 

Dans  le  système  des  coordonnées  géographiques,  l'angle  + 
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correspond  à  la  longitude,  et  Fangle  9  est  le  complément  de 
la  latitude,  quand  on  suppose  Torigine  des  rayons  vecteurs 
au  centre  du  globe.  Le  rayon  vecteur  décrit  un  méridien 
lorsqu'on  fait  varier  Tangle  9,  Fangle  ^  restant  constant,  et 
il  décrit  un  parallèle  lorsque  0  reste  constant  et  que  Fangle  ^ 
varie. 

Concevons  une  surface  sphérique  ayant  pour  centre  Fori- 
gine  0  [fig.  87)  et  pour  rayon  OR=r,  à  la  surface  de  la- 
quelle on  prend  deux  points  infiniment  voisins  m,v;  de 
&çon  qu'on  passe  du  point  m  au  point  v  en  faisant  varier  9 
de  do  et  ^  de  d^.  Les  points  n?,v  sont  deux  sommets  opposés 
d'un  quadrilatère  sphérique,  formé  par  deux  arcs  de  méri- 
diens infiniment  voisins  m/x,  nv,  et  par  deux  arcs  de  parais 
lèles  aussi  infiniment  voisins  mn,  p.  On  a  wi(a=:  nv =rrfô, 
et  mn  (qui  ne  difiPère  de  ptv  que  par  un  infiniment  petit  du 
second  ordre)  :=  mpda^  =  r  sin  9d^.  Donc  la  surface  du  qua- 
drilatère sphérique,  que  Fon  peut  prendre  pour  un  rectan- 
gle quand  on  négUge  les  infiniment  petits  des  ordres  supé- 
rieurs au  second,  a  pour  valexu»  r*  siR0d9d^.  En  multipliant 
cette  aire  par  rfr,  on  aie  volume  d'un  élément  de  la  pyra- 
mide Omnvfjt.  Le  volume  entier  du  corps  se  décompose  en 
éléments  ainsi  définis,  et  par  conséquent 

M  =  jOQr  F  (r,  ô,  ;)  r>  dr  sin  BdOd^p, 

F(r,  5,  ijJ)  étant  ce  que  devient  la  fonction  f  {Xj  y,  z)  par  la 
substitution  des  valeurs  de  Xy  y,  z  en  r,  0,  ^. 

Le  volume  du  corps,  ou  Fétendue  de  Fintégrale  a  pour 
mesure 

Si  Forigine  des  rayons  vecteurs  est  dans  Fintérieur  du 
corps,  et  si  le  corps  est  limité  par  une  surface  convexe  en 
tous  ses  points,  ou  du  moins  par  une  surface  de  forme  telle, 
que  chaque  rayon  vecteiur  ne  la  rencontre  qu'en  un  seul 
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point,  réquation  de  cette  surface  est  de  la  forme 

''  =  f(«,*), 

la  fonction  f  n'admettant  qu'une  valeur  réelle  et  positive 
pour  chaque  système  de  valeurs  de  0  et  de  ^.  Dans  ce  cas, 

M=/      /    /         ¥(r,9,i,)r'drsin9d9dj,, 


\  =.  J  f^Tit  («,  ^)]»  sin  edcdp. 

tfs/    O       «/  O 


Si  la  surface  enveloppée  avait  une  forme  différente,  ou 
si  l'origine  des  rayons  vecteurs  était  autrement  placée,  il 
faudrait  déterminer  les  limites  des  trois  intégrations  simples 
par  une  discussion  spéciale  pour  chaque  cas,  et  qui  ne  peut 
offrir  d'ailleurs  aucune  difficulté. 

L^intégrale  double 


I    sin  ©rfed/' 


a  pour  valeur  47r  ou  la  surface  de  la  sphère  de  rayon  1 , 
comme  cela  doit  être. 

*  364.  Le  calcul  d'une  intégrale  triple  peut  se  simplifier 
beaucoup  par  un  choix  convenable  de  variables  ou  de 
coordonnées.  Soient  donc  a,  |3,  y  trois  nouvelles  variables 
liées  à  â;,  y,  z  en  vertu  des  équations 

et  posons 

/(jr,  y,  2)  =  F  (a,  p.  7), 

dx=f^  da  +  ?«  rf^  +  ?t  ^7.  iff) 

dy  =  p^  da  +?^d^  +  ^,  rfy,  (h) 

dz  =:  ffj  da  -|-  TTjdjS  +  TTj  dy.  (i) 

Pour  chasser  d'abord  de  l'intégrale  M  la  différentielle  rfz,  on 
remarque  que  cette  différentielle  est  prise  en  supposant 
constantes  les  deux  coordonnées  or,  y,  et  par  conséquent 
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dx=:Oj  cfy  =  0,  OU  bien 

f  1  d«  +  7i  rf/3  +  ?,  dy  =z  0, 

On  tire  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de  rf«,  djB,  et  en 
les  substituant  dans  Téquation  (i) ,  on  a 

dz=— —.dy, 

en  posant^  pour  abréger, 

&1  conséiquence,  il  vient 

M  =  j07F(«,  j3,  y).         ^         .dxdydy. 

Mais  la  coordonnée  y  doit  être  traitée  comme  une  constante 
dans  les  intégrations  relatives  à  y  et  à  a;,  ce  qui  réduit  les 
équations  {g)  et  {h)  aux  équations  (e)  et  (/*)  du  n*  357  ;  et 
Ton  a,  par  ce  qui  a  été  démontré  dans  ce  nimiéro^ 

fJVdxdy  =//  U  (fi  ^1  —  ^L  yt)  do^dp  ; 
donc 

M=z/f/Fia,p,y).ed^dpdy, 

et 

Y=fffedhd^dy. 

Le  polynôme  ©,  par  la  symétrie  de  sa  composition,  ne 
pourrait  que  changer  de  signe,  si  Ton  opérait  dans  un  ordre 
différent  Félimination  des  différentielles  dxj  dt/,  dz;  mais 
d'ailleurs  le  signe  de  0  est  indifférent,  et  l'on  ne  doit  avoir 
égard  qu'à  la  valeur  numérique  de  ce  facteur,  puisque  l'in- 
tégrale V  mesure  un  volume,  qui  mesure  à  son  tour  l'éten- 
due de  l'intégrale  triple  M. 

Si  Ton  prend 

#  =^r  sin9  C08  ^^    y  =  riin9sin^,    z=:rcosô, 
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il  viendra 

fi  =  sin  ô  cos  ^,  ff  =  r  cos  ô  cos  ^,  91,  =  —  r  sin  $  sin  if , 
^4  =  sin  ô  sin  ^,  •;»=  r  cos  &  sin  ^,  ^,  =  r  sin  ô  cos  ^, 
7rj  =  cos0,  rt=  — rsinô,      TT,  =0; 

d'où  0  =  r*  sin  0,  ainsi  qu'on  l'a  trouvé  directement,  par  la 
construction  géométrique. 

365.  La  théorie  des  intégrales  doubles  et  triples  peut 
sans  difficulté  se  généraliser  et  s'étendre  aux  intégrales  qua- 
druples, quintuples,  etc.  On  comprend  que  les  questions  de 
physique  mathématique  doivent  souvent  conduire  à  des  in- 
tégrales plus  élevées,  quant  au  degré  de  multiplicité,  que 
les  intégrales  triples.  Par  exemple,  si  l'action  F  du  corps  M 
sur  le  corps  M' est  la  sonune  des  actions  que  chaque  élément 
de  M  exerce  sur  chaque  élément  de  M',  on  a,  en  désignant 
par  f{x,  t/, z;x',y'y  z')  l'intensité  de  l'action  qu'exerce  l'élé- 
ment m  du  corps  M,  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  2,  sur 
l'élément  m  '  du  corps  M',  dont  les  coordonnées  sont  x',  y\z'f 

F=:Mfff{x,y,z;x',y%  z')  dxdydzdx'dy'dz!  ; 

c'est-à-dire  que  la  valeur  de  F  dépend  essentiellement  d\me 
intégrale  sextuple,  laquelle  peut  néanmoins,  dans  certains 
cas.  par  un  choix  convenable  de  coordonnées,  être  ramenée 
à  dépendre  d'intégrales  d'un  degré  de  multiplicité  moins 
élevé. 


CHAPITRE  Vn. 

THÉORIE  DE  LA  VARIATION  DES  INTÉGRALES.  —  PRINCIPES  DE 
LA  MÉTHODE  DÉSIGNÉE  PLUS  PARTICDLIÈREMENT  SOUS  LE  NOM 
DE  CALCUL  DES  VARIATIONS. 


$  1*\  De  la  variation  des  intégrales. 

366.  Une  intégrale  définie,  telle  que 

I     f  (X,  a)  dx, 

Tarie  avec  la  valeur  attribuée  au  paramètre  a  dans  la  fonc- 
tion /*(a:,  a).  Cest  une  nouvelle  fonction  de  «,  d'oîi  la  va- 
riable X  a  disparu,  et  que  nous  pouvons  indiquer  par  F«. 
Admettons  maintenant  que  a  reçoive  l'incrément  infiniment 
petit  dx  :  on  aura 

a  dx 


a 

00 


'■^'-/[^H^. 


OU  bien  enfin,  puisque  le  facteur  dct  ne  varie  point  avec  x, 

d.Fx         pbd.f{X,a) 


.r'tii^.dx, 

*^  Û  doL 


dx       **  a 

et  en  remettant  pour  Fa  sa  valeur, 


a  du 


J  n.  da 


ce  qui  montre  que  l'on  peut  faire  passer  sous  le  signe  /  le 
signe  de  différentiation  placé  en  dehors  et  réciproquement  ; 
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au  moins  lorsque  les  limites  de  l'intégration  sont  indépen-* 
dantes  du  paramètre  variable.. 
Si  Ton  avait  au  contraire 

da  =z  ^'a .  da,     db  z=  i/»'« .  rfa, 

il  viendrait,  l'intégrale  étant  une  somme  d'éléments  diffé- 
rentiels, 

F«  +  d.Fa  =  r        [/(a:,  «)+     'y    ^da]dx 

d'oti  Ton  tire,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second 
ordre,  et  en  mettant  pour  a,  6,  da,  db,  leurs  valeurs, 

Fa  +  d.Fa=:f*^[f{x,a)+^^^^^doc]dx 

•^  ça  d% 

—  /"(^a,  a)  ,^'ada.  +  /(v'a,  (i)*^'9daLy. 

et  par  suite 

Ce  calcul  suppose  que  la  fonction  f{x^<x)  ne  devient  point 
infinie  entre  les  limites  de  l'intégrale  :  les  résultats  en  seront 
rendus  plus  sensibles  par  une  construction  graphique.  Soit 
MN  {fig.  88)  la  courbe  qui  a  pour  abscisse  x  et  pour  ordon- 
née f  [x,a),  de  manière  que  l'intégrale  définie  Fa  mesure 
l'aire  comprise  entre  la  courbe  MN,  l'axe  des  abscisses  et 
les  ordonnées  MP,  NQ  qui  correspondent  respectivement 
aux  abscisses  OP  =  a,  OQ  =  &.  Par  la  variation  de  l'or- 
donnée courante  (les  abscisses  des  points  extrêmes  ne  chan- 
geant pas) ,  la  courbe  se  transporte  en  IM'KN',  et  l'aire 
augmente  du  quadrilatère  curviligne  AINKI.  Par  la  variation 
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des  limites  a,  6  qui  deviennent  a+da=OP',  b  -|-  db=OQ' 
(Fordonnée  courante  ne  changeant  pas),  l'aire  augmente  du 
quadrilatère  NQQ'K'  et  diminue  du  quadrilatère  MPPT. 
Ces  trois  quadrilatères,  traités  comme  des  quantités  infini- 
ment petites  du  premier  ordre,  ont  respectivement  pour 
mesure 

les  quadrilatères  MIMT,  NKN'K'  ont  pour  mesure  les  termes 
infiniment  petits  du  second  ordre 

dx  dx 

que  l'on  néglige  dans  le  calcul  de  la  variation  totale  de  l'aire 
Fff,  lorsqu'on  fait  varier  si^multanément  l'ordonnée  cou- 
rante f  (a;,  a)  et  les  limites  a,  b. 

367.  Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  limites 
a,  h  soient  indépendantes  de  a.  On  peut  demander  quelle 
est  la  valeur  numérique  du  paramètre  a,  qui  rend  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  Tintégrale  définie 

Fa=:f      f{Xja)dx, 
s/  a 

Si  la  fonction  F«  pouvait  être  exprimée  algébriquement,  on 
satisferait  à  la  question  en  prenant  pour  a  la  racine  de  l'équa- 
tion F'a = 0  ;  et  comme  on  a  aussi,  d'après  ce  qui  précède, 


F 


^d.f(X,a) 


u^r^-d^dx. 

«/  o        dx 

il  suffira  que  l'intégrale,  formant  le  second  membre  de  cette 
dernière  équation,  puisse  s'obtenir  algébriquement,  pour 
que  le  problème  dont  il  s'agit  soit  résoluble  par  la  méthode 
ordinaire  des  maxima  etminima.  Dans  l'hypothèse  contraire, 
et  sauf  quelques  cas  où  les  conditions  de  maximum  ou  de 
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minimum  se  déduisent  immédiatement  de  la  forme  de  Tln- 
tégrale^  il  faudra  construire  par  points,  au  moyen  de  q[ua- 
dratures  numériques ,  la  courbe  dont  Tordonnée  est  Fa , 
l'abscisse  étant  a  :  on  déterminera  ensuite  graphiquement 
les  maxima  et  minima  de  cette  ordonnée. 

368.  Admettons  maintenant  que  a  désigne^  non  plus  un 
nombre  constant  dans  toute  l'étendue  de  l'intégration  rela- 
tive à  X,  mais  une  quantité  qui  varie  avec  x  ;  et  pour  mieux 
indiquer  cette  circonstance,  substituons  à  la  lettre  a  la  lettre 
y,  par  laquelle  on  a  coutiune  de  désigner  une  fonction  de  x. 
On  peut  demander  quelle  doit  être  la  valeur  de  y  en  fonction 
de  x^  qui  rend  un  maximum  ou  un  minimum  l'intégrale 
définie 

J    f(^,y)dx;  (0 

et  même  il  arrive  que  ce  problème,  très-distinct  du  précé- 
dent, se  résout  sans  intégration  préalable.  En  effet,  il  est 
clair  que  si  l'on  détermine  la  valeur  de  y  en  rp  par  l'équation 

chacun  des  éléments  de  l'intégrale  obtiendra  la  plus  grande 
ou  la  plus  petite  valeur  dont  il  est  susceptible  ;  en  sorte  que 
l'intégrale  même,  formée  par  la  somme  de  ces  éléments, 
obtiendra  sa  valeur  maximum  ou  minimum.  Toutefois,  ce 
raisonnement  suppose  1*  que  la  fonction  f[x,  y)  ne  devient 
point  infinie  dans  l'étendue  de  l'intégration  ;  2*  que  la  va- 
leur de  y  en  x  tirée  de  l'équation  (2)  rend  f{Xy  y)  constam- 
ment un  maximum  ou  constamment  un  minimum  dans  toute 
l'étendue  de  l'intégration.  Le  problème  changerait  de  na- 
ture si  ces  conditions  n'étaient  pas  satisfaites. 
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\  1  Principes  de  la  méthode  connve  sous  le  nom  de  Gaioul  des  9ar%atioiu. 

369.  Ceci  nous  mène  à  examiner  un  cas  plus  général  et 
susceptible  d'applications  beaucoup  plus  importantes  :  celui 
où  la  fonction  sous  le  signe  /contient  non-seulement  y, 
mais  ses  dérivées  y'^  y",  etc.,  et  où  il  s'agit  d'assigner  la 
valeur  de  y  en  â?,  qui  rend  Tintégrale  proposée  un  nuwi" 
mum  ou  un  fnùUmum.  U  est  clair  qu'on  ne  peut  assigner 
la  fonction  y=ifx  dans  l'étendue  de  l'intégrale,  sans  dé- 
;  terminer  par  cela  même  les  fonctions  dérivées  f'^;,  (f^x^  etc. , 
ni  faire  varier  cette  fonction  sans  que  toutes  les  dérivées 
éprouvent  des  variations  correspondantes.  La  variation  de 
l'intégrale  est  donc  déterminée  implicitement  par  la  seule 
*  variation  de  la  fonction  y  ;  et  toute  la  difficulté  du  problème 
consiste  à  mettre  en  évidence,  à  rendre  explicites  les  liai- 
sons de  la  variation  de  y  aux  variations  subordonnées  de 
ses  dérivées.  Telle  est  la  question  dont  Lagrange  a  donné 
la  solution  la  plus  élégante  en  employant  un  algorithme 
particulier,  que  l'on  nomme  le  Calcul  des  variations,  et 
qui  n'est  au  fond  qu'une  modification  heureuse  de  l'algo- 
rithme différentiel,  dans  son  application  à  la  variation  des 
intégrales,  où  une  fonction  inconnue  se  trouve  mêlée  sous 
le  signe  y  avec  ses  dérivées. 

370.  On  est  sans  cesse  conduit,  dans  l'analyse,  à  consi- 
dérer des  fonctions  sujettes  à  éprouver  des  variations  dis- 
tinctes et  indépendantes  les  unes  des  autres  :  toutes  les 
fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes  se  trouvent 
dans  ce  cas  ;  mais  rien  n'est  plus  propre  que  la  considéra- 
tion des  mouvements  d'un  système  matériel  à  faire  nette- 
ment concevoir  la  coexistence  de  plusieurs  modes  distincts 
de  variabilité. 
Imaginons  un  fil  flexible ,  non  tendu ,  fixé  par  les  deux 
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bouts ,  et  qui  se  déplace  en  se  déformant  ;  et  admette 
seulement,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  courbe  tracée  p 
le  fil  reste  toujours  comprise  dans  le  même  plan.  Les  coo 
données  x,  y  de  chaque  point  du  fil^  rapportées  à  des  ax 
fixes  dans  le  plan,  la  direction  de  la  tangente  en  ce  point,. 
la  grandeur  et  la  direction  du  rayon  de  courbure,  varieront 
par  suite  de  la  déformation  du  fil  ;  et  il  ne  faudra  pas  con* 
fondre  ces  variations  avec  celles  qu'engendre  le  passage  d'un 
point  du  fil  à  un  autre  point  matériel  infiniment  voisin. 

En  général,  il  est  utile,  pour  prévenir  toute  ambiguïté, 
d'indiquer  par  des  caractéristiques  différentes  les  variations 
qui  se  rapportent  à  des  modes  de  variabilité  distincts.  Ainsi 
Ton  pourrait  désigner  par  d,  z,  d,  z  [1 1 8]  les  différentielles 
prises  par  rapport  à  a?  et  par  rapport  à  y  d'une  fonction  z 
des  deux  variables  indépendantes  x^  y;  et  si  Ton  est  dans 
l'usage  de»supprimer  les  indices  des  différentielles  dzy  c'est 
à  cause  des  dénominateurs  dx,  dy  qui  les  accompagnent 
presque  constamment,  et  qui  lèvent  l'ambigitfté  comme  les 
indices  pourraient  le  faire. 

Dans  la  question  présente,  où  il  s'agit  uniquement  d'éli- 
miner de  l'expression  de  la  variation  d'une  intégrale  les  va- 
riations subordonnées,  telles  que  celles  de  -^  ou  de  dy^  pour 

ne  conserver  que  les  variations  qui  restent  indépendantes  et 
arbitraires,  comme  celles  de  y,  nous  considérons  cette  va- 
riation de  y  d'une  manière  absolument  générale,  et  non  par 
rapport  à  une  variable  déterminée,  autre  que  x,  dont  y  dé- 
pendrait. Dès  lors  ce  n'est  ni  par  des  indices  ni  par  des  dé- 
nominateurs que  l'on  peut  distinguer  la  différentielle  dy^ 
provenant  du  changement  d'abscisse,  de  l'autre  variation 
de  y,  provenant  du  changement  de  forme  attribué  à  la  fonc- 
tion yz=:(fx;  bien  qu'on  reste  libre  de  concevoir  que  ce 
changement  de  forme  est  dû  à  la  variation  d'un  paramètre 
quelconque  contenu  dans  la  fonction  <fx.  On  est  convenu  ei 
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conséquence  de  désigner  par  la  caractéristique  i  les  varia- 
tions infiniment  petites  dues  au  changement  de  forme  de  la 
fonction^  et  on  les  appelle  spécialement't^aria^ûms,  en  con- 
tinuant d'appeler  différentielles  les  valeurs  exprimées  par 
le  signe  d,  qui  proviennent  du  changement  d'abscisses  on 
du  passage  d'un  élément  du  système  matériel  à  l'élément 
contigu. 

371.  Supposons  donc  que,  par  suite  de  la  variation  dont 
J  est  la  caractéristique,  la  courbe  MN  {fig.  88),  qui  a  pour 
rrdonnée  y,  se  trouve  transportée  en  M'  N'  :  les  points 
??r,m'i  de  la  seconde  courbe  correspondant  aux  points  m,  m^ 
Je  la  première,  et  ceux-ci  aux  abscisses  XyX  +  dx.On  aura 

mp—y,    m^p,  =  y  -{-dy,    m'p' =  j  +  jy, 

OU  bien 

y+dy  +  â{y  +  dy)=y+^+d{y+  ey), 

et  par  conséquent  . 

rJdy  =  d$y.  (3) 

Donc  on  aura  aussi 

(W*  y  =  d^dy  =  rf*  Sy^ 

et  en  géuéral 

$d*y=d*3y, 

relation  d'après  laquelle  on  peut  toujours  transporter  la  ca- 
ractéristique d  après  la  caractéristique  d.  On  voit  au  reste 
que  cette  relation  subsisterait  lors  même  que  les  caracté- 
ristiques d,  à  n'indiqueraient  pas  des  variations  infiniment 
petites  ;  ou  plutôt  qu'elle  ne  subsiste  à  cette  hmite  que 
parce  qu'elle  a  lieu  pour  des  variations  finies  quelconques, 
û'aifleurs  la  formule  (3),  que  l'on  peut  remplacer  par. 

r.dz  '=z  dâz^ 
équivaut,  d'après  les  explications  que  Ton  vient  de  donner, 

à  la  formule 

dg  dy.z^i  dg  dg  Zj 
démontrée  au  nM  23. 

Le  raisonnement  du  tf  366,  qui  étabUt  la  possibilité  d'in- 
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tervertir  l'ordre  des  signes/,  d,  s'applique  également  à  Tin- 

terversion  des  signes  /*,  *  :  on  anra  donc 

« 

Sj    Ydx^J     iW.dx. 

X,  X, 

C'est  dans  cette  transposition  des  signes  que  consiste  la  pre- 
mière règle  fondamentale  de  la  méthode  des  variations. 

372.  Cela  posé,  s'il  s'agit  de  trouver  la  variation  d'une 
intégrale  définie 

f^Vdx,  Vf) 

(dans  laquelle  V  est  une  fonction  de  x^  y,  y',  y",  etc.,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  une  fonction  de  ic,  y,  rfy,  éPy^  etc.) ,  et 
si  le  développement  de  la  variation  donne  un  tenne  de  la 
forme 


on  changera  d'abord  cette  expression  en 

a. 

On  aura  ensuite  en  intégrant  par  parties,  et  en  désignant, 

pour  simplifier,  par 

[U]i 

la  valeur  d'une  fonction  U  à  la  limite  supérieure  de  l'inté- 
grale, moins  sa  valeiur  à  la  Umite  inférieure, 

f  "ad^y  =  IfiSy-W  -^  f  "da.$y. 

On  trouverait  de  même,  en  efTectuant  successivement  deux 
intégrations  par  parties, 

et  ainsi  de  suite  ;  de  manière  qu'il  ne  restera  sous  le  signe/ 
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que  des  tennes  multipliés  par  la  variation  dy  :  les  variations 
Sdy,  iiFy,  etc.,  en  ayant  été  chassées  ainsi  qu'on  l'avait  en 
vue  [369].  Ces  réductions  constituent  la  seconde  règle  fon- 
damentale du  calcul  des  variations. 

373.  On  obtiendra  de  la  manière  la  plus  générale  la  va- 
riation de  l'intégrale  définie  (V),  si  l'on  fait  varier  à  la  fois, 
non-seulement  la  fonction  y  et  ses  différentielles  dy,  d^y,  etc., 
mais  encore  la  variable  x  et  sa  différentielle  dx  :  ce  qui 
revient  à  supposer  que  chaque  point  du  fil  flexible  pris  pour 
exemple  [370]  se  déplace  ou  peut  se  déplacer  d'une  manière 
quelconque  dans  le  sens  des  abscisses  œ,  comme  dans  celui 
des  ordonnées  y.  Ceci  convenu,  soit 

rfV  =  Xrfar  +  Ydy  +  ¥<»%'  +  YC'Wj/"  +  Yi»%'"  +  etc., 
X,Y,V'\  V\  Y%  etc. ,  désignant  des  fonctions  de  x,  y, 
y\  y",  y"\  etc.,  que  l'on  trouve  par  la  différentiatîon  dès  que 
la  fonction  Y  est  donnée  :  on  aura  aussi 

<rVzz  \^x  +  Y^y  +  Y(„Jy'  +  Yt«V  +  Y^'V  +  etc., 
et  d'après  ce  qui  vient  d'être  expliqué, 

âf     \dx=l     WMx+f     dxâ\ 


Les  valeurs  de  rfV  et  de  SS  donnent 

dx^Y— dVAj?= Y(da?<ry  —  di^^x)  +  \^^\dx$^'  —  rfy'to) 

+  Y^*)  ((/a:y-  ùynx)  +  Y(s)(dj?(?y'"  —  rfy'"(?a?)  +  etc. 

On  a  d'autre  part 

^         dy       dxfJdy  —  dySdx d3y  —  y'd^ 

dx  da?  dx 

d{iy—y'9x) 


dx 


fsx. 


ax  «x' 

jy'"=     ^  ^    /  ""'  +  y'"to,  etc. 
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Donc,  si  Ton  pose,  pour  abréger, 
la  substitution  donnera 

+  /^*  [Yijrîtt  -h  Yt»W<rM  4- Y^*^rf.  ^  +  \^M.  ^  -4-  etc.l . 

On  intégrera  par  parties,  suivant  la  règle  du  numéro  précé- 
dent, autant  de  fois  qu'il  sera  nécessaire  pour  faire  dispa- 
raître sous  le  signe/toutes  les  caractéristiques  à  qui  afiTectent 
la  variation  iu.  Remettant  ensuite  pour  iu  sa  valeur,  et  fai- 
sant toujours  suivre  la  caractéristique  à  de  la  caractéristi- 
que (^,  on  obtiendra  la  formule  suivante  : 

q    \dx  =  [V(te  +  (Y ')  — T-  +  -— -  4-  etc.)  (oy— y  '  :x) 
*/  Xa  dx        dx^ 

+  (Y'"  -  ^  +  «*c.)  [3y'-  f^x)  -f-el6.]i  )     (A) 

i^«.  rfY(»>     d«Y(*'     d»Y<»î 

11  faut  remarquer  que  les  dérivées  -t-t  sont  prises  en 

considérant  les  fonctions  y,  y',  y",  etc.,  qui  peuvent  entrer 
dans  Y^"^,  comme  des  fonctions  implicites  de  x  ;  de  sorte  que 
ces  dérivées  ne  seraient  pas  nulles,  même  quand  la  variable 
X  n'entrerait  pas  explicitement  dans  Y^"^ 

Si  maintenant  on  veut  que  l'intégrale  (V)  soit  un  maxi- 
mum ou  im  minimum,  il  faut  que  sa  variation  s'évanouisse, 
quels  que  soient  les  incréments  que  nous  désignons  par  Sx, 
dy,  incréments  arbitrairement  variables  avec  x  dans  l'éten- 
due de  l'intégrale.  Il  faut  par  conséquent  que  chaque  élé- 
ment de  l'intégrale  qui  reste  au  second  membre  de  (A) 
s'évanouisse  séparément,  et  qu'on  ait  pour  cela 

dY^'^      d'Y^'j     rf*y»>  _ 

dx  dx*         dx' 
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Quand  le  premier  membre  de  Téquation  se  réduira  à  une 
constante,  ou  à  une  fonction  de  la  seule  variable  x,  elle  ne 
pourra  servir  à  déterminer  une  fonction  y  =  <paj,  qui  satis- 
fasse à  la  condition  de  maximum  ou  de  minimum,  et  le  pro- 
blème sera  impossible.  En  général,  l'équation  pourra  con- 
tenir x.tfjy' tf^\  si  y^'^est  la  plus  haute  dérivée  qui  entre 

dans  Y  ;  car  alors  le  premier  membre  de  l'équation  (a)  aura 

pour  dernier  terme  +  -^^  ;  et  si  Y^"^  contient  y^'^  la  forma- 
tion de  ce  terme  amènera  la  dérivée  y^^\  parce  que  i/**^, 
ainsi  qu'on  vient  de  l'expliquer,  doit  être  traité  connue  une 
fonction  implicite  de  x. 

374,  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  remarquer  que, 
si  l'on  ne  soumettait  pas  a;  à  la  variation  exprimée  par  i, 
ou  si  Ton  posait  dx=0  dans  la  formule  (A),  la  condition: 
pour  que  la  quantité  sous  le  signe  /  s'évanouit,  élément 
par  élément,  conduirait  à  la  même  équation  (a)  :  il  n'y  au- 
rait de  changé  que  la  forme  des  termes  qui  se  rapportent 
aux  limites  de  l'intégration,  et  les  équations  qu'on  en  déduit 
en  égalant  ces  termes  à  zéro,  pour  que  la  variation  totale  de 
l'intégrale  s'évanouisse.  Ce  résukatis  explique  et  se  démontre 
directement  par  des  considérations  géométriques.  Soit  en 
effet  MN  {fig.  88)  la  courbe  y  =  fXy  et  M'N'  ce  que  devient 
cette  courbe  par  la  variation  de  t/  et  de  a;.  On  peut  indifiFé- 
remment  supposer  qu'à  im  point  quelconque  m  de  la  pre- 
mière courbe,  compris  entre  les  points  extrêmes,  correspond 
sur  la  courbe  variée  un  point  m'  dont  l'abscisse  et  l'ordon- 
née diffèrent  respectivement  de  l'abscisse  et  de  l'ordon- 
née de  m,  ou  mi  point  fi  qui  a  la  même  abscisse  que  m, 
l'ordonnée  seule  ayant  varié.  Mais,  si  les  points  extrêmes 
M,  N,  n'ont  pas  les  mêmes  abscisses  que  les  points  extrêmes 
H',  N%  il  faut  bien  admettre  qu'aux  limites  les  abscisses  et 
les  ordonnées  ont  varié  à  la  fois.  Il  faut  donc  avoir  égard  à 
cette  variabilité  des  abscisses,  dans  les  équations  aux  limites, 

T.  II.  8 
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lorsque,  par  la  nature  de  la  question,  les  abscisses  des  points 
extrêmes  ne  sont  pas  invariables  ;  et  puisqu'il  n'importe  d'y 
avoir  ou  non  égard  entre  les  limites,  Féquation  qui  dé&nit 
le  tracé  de  la  courbe  entre  les  limites  doit  rester  la  même. 

Si  l'on  attribue  une  variation  à  Tabscisse  x,  la  variation 
dy^  au  lieu  d'être  égale  à  ff-p — wj»,  comme  lorsque  Tabs- 
cisse  est  invariable,  sera  tn'p'  —  mp.  On  a 


fxpzzm'p'  —  m'»  =m'p'^^in, 


du  moins  en  supposant  m't.=  pm,  ce  qui  revient  à  négliger 
l'infiniment  petit  du  second  ordre  ddy  :  donc 

f*P  =  y  +  ^  —  y'^\ 
et  par  conséquent  il  faudra,  pour  avoir  égard  à  la  variation 
de  a;,  remplacer  dy  par  dy — y'dx,  dans  les  formules  con- 
struites pour  l'hypothèse  de  l'invariabilité  de  x.  Par  la  même 
raison  il  faudra  remplacer  dy'  par  Sy' — ^y^dx^et  ainsi  de  suite. 

375.  On  obtient  la  relation  cherchée  y  =  yx,  qui  satis- 
fait à  la  condition  du  mcucimum  ou  du  minimum,  en  inié^ 
grant  l'équation  (a);  c'est-à-dire  [164]  en  remontant  de 
cette  équation  entre  x^y^y\...y^\  à  l'équation  en  x^y, 
dont  elle  dérive,  et  qui  est  de  la  forme 

*(^i  y  y  ûij  «I,  •  •  •«!.)  =  0,  (a) 

<3(i,ai9***-  du  désignant  in  constantes  ou  paramètres  arbi- 
traires. Nous  traiterons  plus  tard  de  l'intégration  des  équa- 
tions différentielles  :  il  suffit ,  quant  à  présent ,  d'indiquer 
conunent  les  constantes  arbitraires  que  l'intégration  doit 
amener  se  déterminent  d'après  les  données  de  la  question. 

Lorsqu'on  égale  à  zéro  le  second  membre  de  l'équation 
(A) ,  après  avoir  supprimé  le  terme  affecté  du  signe  /,  qui 
disparaît  en  vertu  de  l'équation  (a),  il  reste 

[VJa?  +  (Y^')  ^  _  +  .^  -  etc.)  (iy--  y Vrr) 
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On  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 

-  (So^a?o  +  ro(î!yo  +  Yo^'^'o  + . . .  +  roï-'%o^-*î  =  0,        (]3) 
en  désignant  par 

des  fonctions  connues  des  valeurs  initiales  x^^y^^y'.^  etc., 
et  par 

des  fcmctions  composées  respectivement  de  la  même  manière 
avec  les  valeurs  finales  ^,,yi,y\,  etc.  Cela  posé,  si  les  va- 
leurs des  quantités  extrêmes 

sont  des  constantes  fournies  immédiatement  par  les  données 
de  la  question,  leurs  variations 

«a?.,  tîa?i  ;  èy.,  éy^  ;  Jy'.,  d^ ,  ;  etc.  (e) 

sont  nulles  :  l'équation  (^)  se  trouve  satisfaite  d'elle-même; 
et  Ton  a,  pour  déterminer  les  constantes  arbitraires  qui 
entrent  dans  Tintégrale  (a),  des  équations  en  même  nombre 
que  c-es  constantes,  et  de  la  forme 

*'(«P  ïi^  îf'i>ûp««>-  •  •««-)  =  0 ;  etc.  : 
la  fonction  ^'  étant  donnée  par  la  différentiation  immédiate 
de  la  fonction  $,  et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  ne  donne  aucune  des  valeurs  des  quantités  [d)j 
leurs  variations  sont  indéterminées  et  indépendantes.  On  ne 
peut  donc  satisfaire  à  l'équation  (|3)  qu'en  égalant  séparé- 
ment à  zéro  chacun  des  facteurs  (Co),  (cj  ;  et  les  équations 
ainsi  obtenues  tiennent  lieu  de  celles  qui  donneraient  direc- 
tement les  valeurs  des  quantités  {d)  ;  en  sorte  qu'on  a  tou- 
jours des  conditions  en  nombre  suffisant  pour  déterminer 
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les  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  l'intégrale  (a). 

Enfin,  si  l'on  a,  entre  les  quantités  (d),  un  certain  nombre 

d'équations  de  condition  /;  =  0,  /;  =  0,  etc. ,  on  en  déduira 

[154]  des  relations  entre  les  variations  (e),  exprimées  par 

^^  =  0,  ^/;  =  0,etc.  if) 

On  éliminera  de  l'équation  (p),  au  moyen  des  équations  (f  ), 
autant  de  variations  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  des 
équations  (f)  ;  puis  on  égalera  séparément  à  zéro  les  multi- 
plicateurs des  variations  non  éliminées  et  demeurées  arbi- 
traires, ce  qui  fera  rentrer  ce  cas  dans  ceux  qu'on  a  consi  • 

dérés  d'abord. 

376.  Il  convient  de  remarquer  aussi  que  la  fonction  V 
pourrait  contenir  une  ou  plusieurs  des  valeurs  extrêmes  {d) 
qui  figurent  esssentiellement  dans  l'équation  (|3).  On  doit 
alors,  en  prenant  la  variation  *V,  faire  varier  les  quantités 
dont  il  s'agit,  à  moins  que  leurs  valeurs  ne  soient  constantes 
par  les  données  de  la  question.  Si,  par  exemple,  V  renfer- 
mait o^oj  et  qu'on  eût  ^  =fl,  la  variation  de  V,  par  rapport 

à  cette  quantité,  serait  edx^  ;  et,  en  désignant  par  0  la  fonc- 
tion ysda;,  on  aurait  dans  l'équation  (A),  et  par  suite  dans 
l'équation  (p),  un  nouveau  terme 

mais  l'équation  (a)  n'en  serait  pas  changée. 

377.  Admettons  maintenant  que  la  fonction  V  contienne 
deux  fonctions  y,z  de  la  variable  a?,  et  leurs  dérivées  f/',2'  ; 
y^jp";  etc.,  comme  cela  se  présente  dans  les  problèmes  re- 
latifs aux  lignes  à  double  courbure  :  on  posera 

dV  =  Xda?  +  Yrfy  +  W^dy'  +  Y^^^df  +  Y  »%'"  +  etc. 
+  Zdz  +  Zt»W  4  Z^^dz"  +Z^*)rf«'''  +  etc.; 

et,  sans  qu'il  soit  besoin  de  répéter  les  calculs  qui  ont  donné 
la  formule  (A),  nous  pourrons  écrire 
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*y'**Vd«-=  [VtoU 


; 


+[(Z(«) — - — [.  etG.)(te— a'^iP)  +  (ZW-.  — -  +etc.)(^«'— »''to)+etc-]:>  (B) 
ux  ax 

/•«%_      <IZW      rf»Z«      rf»Z(" 
Cette  fonnule  conduit  d'abord  aux  deux  équations 

qui  sont  en  générai  des  équations  différentielles  simultanées 
[165],  dont  l'intégration  se  ramène,  comme  on  l'a  yu^  à 
celle  d'une  équation  ordinaire  à  deux  variables.  Supposons 
(pie  cette  intégration  soit  effectuée,  et  qu'on  ait  trouvé  les 
valeurs  de  ^,  z  en  œ^  qui  satisfont  de  la  manière  la  plus  gé- 
nérale,  par  la  présence  d'un  nombre  convenable  de  con- 
stantes arbitraires,  aux  équations  précédentes  :  il  restera  à 
fixer  les  valeurs  de  ces  constantes  arbitraires,  au  moyen  des 
conditions  relatives  aux  limites  de  l'intégrale.  Il  n'est  pas 
nécessaire  d'insister  davantage  ici  sur  cette  extension  des 
calculs  indiqués  plus  haut  [375]. 
378.  Les  variables  x^y^z  peuvent  être  liées  par  une 

équation 

F(a?,  ï,  jï)  -  0,  {g) 

comme  dans  les  problèmes  où  il  s'agit  de  lignes  assujetties 
à  se  trouver  sur  une  surface  donnée  :  il  en  résulte 

dV  dV  dF 

dx  dy   ^  '  dz 
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Au  moyen  de  celte  équation,  on  chassera  iz  de  la  formule 
(B)  ;  et  en  prenant  la  partie  sous  le  signe/,  si  Ton  égale  à 
zéro,  après  la  substitution,  le  coefficient  de  iy  ou  celui  de  9a: 
indifiéremment,  on  aura  l'équation  différentielle 

d'où  Ton  pourra  chasser  z  au  moyen  de  l'équation  {g). 

379.  Si  le  nombre  des  variables  et  des  équations  de  coa- 
dition  était  plus  considérable,  on  rendrait  le  calcul  d'élimi- 
nation plus  élégant  en  employant  la  méthode  des  multipli- 
cateurs [154]  ;  mais  l'emploi  de  cette  méthode  mérite  surtout 
d'être  remarqué,  lorsque  les  équations  de  condition  renfer- 
ment non-seulement  les  variables  x,  y ,  ^, . .  .mais  encore  leurs 
dérivées  y',  y',...  2',  2',...  etc.  :  il  s'agit  alors  de  ramener  les 
variations  des  fonctions  dérivées  à  ne  dépendre  que  des  va- 
riations des  fonctions  primitives. 

Soit  donc 

i^(ap, y. »', y". . .2, 2', «%. . .)  =0,  (A) 

une  telle  équation  :  on  aura  iF  =  0,  et  aussi  liF  =  0,  X 
désignant  un  multiplicateur  indéterminé  ;  et  puisque  cette 
équation  doit  subsister  pour  toutes  les  valeurs  de  2;,i/,z,.... 
comprises  entre  les  limites  de  l'intégration,  on  aura  encore 

/'**X^Fda?  =  0;  (i) 

mais  alors  >  désigne  im  facteur  susceptible  de  varier  d'une 
abscisse  à  l'autre,  ou  une  fonction  inconnue  de  x.  L'équa- 
tion (i)  est  la  somme  d'une  infinité  d'équations  X^Fcir=iO, 
pour  chacune  desquelles  les  variables  x^y^z,...  et  le  coeffi- 
cient X  auraient  en  général  des  valeurs  différentes. 

Ainsi  les  valeurs  de  y,z, en  fonction  de  âr  qui  rendront 

nulle 


/: 
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annuleront  aussi 


y. 


Suivant  les  règles  de  l'élimination  par  la  méthode  des  multi- 
plicateurs, on  doit,  après  l'introduction  de  rindéterminéé  A, 
traiter  y^z  comme  des  fonctions  de  x^  indépendantes  Tune 
de  l'autre  :  de  sorte  que,  si  l'on  pose 

c/F  =  x<te  +  Trfy  +  Y<*>dy'  +  y^'Wy"  -»-  etc. 
+  zdz  +  z^'îrfz'  +  z<'>e/«"  -t-  etc., 

et  qu'on  égale  séparément  à  zéro  les  facteurs  de  ày^iz  sous  le 
signe/,  après  qu'on  aura  appliqué  à  l'intégrale  {k)  la  mé- 
thode ordinaire  des  variations,  il  viendra 

Les  trois  équations  {h)  et  (f),  étant  intégrées  simultanément, 
donneront  les  valeurs  de  X,t/,2  en  fonction  de  x  et  des  con* 
stantes  arbitraires  ;  et  par  l'élimination  de  X  on  pourra  obte- 
nir séparément  les  valeurs  de  y,  z  en  fonction  de  x  et  des 
constantes  venues  à  la  suite  de  l'intégration.  Les  équations 
aux  limites,  étant  traitées  d'une  manière  analogue,  déter- 
mineront les  valeurs  initiales  et  finales  des  fonctions  X,y,j8r,  et 
de  leurs  dérivées,  et  par  suite  les  constantes  arbitraires  ame- 
nées par  rintégration.  C'est  principalement  dans  les  applica- 
tions du  calcul  de  la  variation  des  intégrales  aux  problèmes 
de  mécanique  où  Ton  considère  les  corps  comme  des  masses 
continues,  que  cette  théorie  des  multiplicateurs  variables 
reçoit  des  applications  importantes  pour  lesquelles  on  doit 
surtout  consulter  la  Mécanique  analytique  de  Lagrange. 
Dans  les  problèmes  de  cette  nature,  la  fonction  X  n'est  plus 
seulement  une  variable  auxiliaiie  introduite  pour  la  commo- 
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dite  du  calcul  :  elle  désigne  une  grandeur  concrète,  dont  il 
est  indispensable  d'assigner  la  valeur  pour  la  complète  solu- 
tion du  problème. 

380.  Ceci  nous  mène  à  exposer  la  théorie  des  maxima  et 
minima  relatifs. 

On   dit   qu'on  cherche   un  maximum  eu  un   mini- 
mum  relatif  9  lorsqu'il  s'agit  de  déterminer  la  fonction 

y  ss  fX  qui  rend  Viatégrdiej     \dx  un  maximum  ou  un 

minimum^  avec  la  condition  qu'une  autre  intégrale  /  '*  Ldx, 

dépendant  de  la  même  fonction  y,  conserve  une  valeur  con- 
stante. Telle  est  en  général  la  question  qu'on  se  propose 
daus  les  problèmes  des  isopérimèlres^  qui  consistent  à  déter- 
miner, parmi  les  courbes  de  même  longueur^  ou  parmi  celles 
pour  lesquelles  l'intégrale 

/  VT+Y^'dx 

conserve  ime  valeur  constante,  celle  dont  lordonnée  y  satis- 
fait à  la  condition  de  rendre  l'intégrale  /  *'  \dx  un  maxi^ 
mum  ou  un  minimum. 

En  pareil  cas,  les  variations  des  coordonnées  x,y,  sont  liées 
par  l'équation  de  condition 


et  si  l'on  applique  le  procédé  de  l'élimination  par  les  multi- 
plicateurs indéterminés,  on  eh  conclura 

(X  désignant  un  coefficient  constant),  ou 

^f  \y+lL)dx=zO.  (m) 

Le  coefficient  X  est  constant,  parce  qu'on  n'a  ici  qu'une 
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équation  de  conditicm  qui  porte  sur  la  valeur  d*une  intégrale» 
et  non  plus,  conune  dans  le  n""  précédent,  une  infinité  d'é^ 
quations  de  condition,  dont  chacune  subsiste  pour  les  coop- 
données  relatives  à  un  élément  de  Fintégrale.  D'ailleurs,  il 

est  évident  que  si  Z^*''  \dx  a  une  valeur  maximum  ou  mi- 

mmum ,  l'intégrale  jj'  Ldjs  étant  assujettie  à  rester  con- 
stante, la  somme 

où  X  désigne  un  nombre  constant ,  aura  aussi  une  valeur 
maximum  ou  minimum.  La  fonction  y  =90:,  que  Ton  dé- 
terminera en  appliquant  à  la  formule  (m)  les  règles  ordi- 
naires du  calcul  des  variations,  contient  la  constante  indé- 
terminée X,  dont  on  fixe  la  valeur  par  la  condition  que 

l'intégrale j'*^  Ldx,  dans  laquelle  entre  y  et  par  suite  X,  ail 
ime  valeur  constante  et  donnée. 

On  peut  encore  arriver  au  même  résultat  de  la  manière 
suivante.  Posons 

fhdx  =  a;,  ou  L  —  —  =  0  :  («> 

ax 

z  sara  une  fonction  de  x  que  Ton  pourra  considérer  comme 

Kée  à  y  et  à  a;  au  moyen  de  l'équation  (n).  Ce  sera  donc  le 

eas  d'appliquer  la  métiiode  du  n*"  379,  en  traitant  (n)  comme 

une  équation  de  condition^  ce  qui  donne 

Le  terme 

y^*»         dz  .  /»«â 

XrJ.—dX—r       lâdz 
»«        dx  -^c, 

doime  dans  F  intégration  par  parties 
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La  variable  z  n'entre  d'ailleurs  ni  dans  V  ni  dans  L^  en 
sorte  que  le  terme  dépendant  de  la  variation  indépendante 
iz  ne  saurait  disparaître  si  Ton  ne  pose  séparément 

—  =  0,    ou    >  =  cwvst. 
dx        ' 

On  a  aussi 
puisque  X  est  constant,  et  que,  par  hypothèse,  la  quantité 


L(Lc 


est  pareillement  constante  ;  de  sorte  qu'il  n'y  a  plus  qu'à 
faire  évanouir  la  variation  de  l'intégrale 

y  '  (V  +  VL)dx, 

où  ).  désigne  un  coefficient  constant. 

Cette  analyse  s'étend  d'elle-même  au  cas  oii  Ton  aurait 
un  plus  grand  nombre  d'intégrales  assujetties  à  conserver 
des  valeurs  constantes. 

381.  Nous  n'avons  traité  jusqu'à  présent  que  des  condi- 
tions communes  au  maximum  et  au  minimum.  H  faudrait 
en  outre  donner  les  moyens  de  distinguer  généralement  le 
maximum  du  minimum^  et  faire  connaître  les  cas  d'excep- 
tion où  la  variation  de  l'intégrale  peut  s'évanouir,  sans  que 
ce  résultat  entraîne  l'existwce  d'un  maximum  on  d'un 
minimum. 

En  remontant  aux  principes  généraux  de  la  matière  [91  et 
suiv.] ,  on  comprendra  tout  de  suite  que  cette  analyse  doit 
se  rattacher  à  la  recherche  des  variations  du  second  ordre 
d'une  intégrale,  ou  des  variations  de  ses  variations.  Mais 
dans  les  applications  ordinaires^  on  peut  se  dispenser  de 
recourir  à  cette  analyse  compliquée,  attendu  que  la  nature 
de  la  question  indique  presque  toujours  l'impossilHlité,  soit 
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du  maximum  soit  du  minimum  ;  de  sorte  qu'il  ne  peut  res- 
t^  d'anxbigatté  sur  le  sens  du  résultat  obtenu,  par  la  simple 
considération  des  variations  du  premier  ordre. 

On  doit  aussi  remarquer  que  nous  ne  nous  occupons  pas 
de  rechercher  le  maximum  ni  le  minimum  d'une  intégrale 
définie^  toutes  les  fois  que  la  fonction  sous  le  signe/ passe 
par  rinfini  entre  les  limites  de  l'intégration,  de  manière  que 
1  intégrale  n'ait  plus  une  valeur  finie  et  déterminée. 

Nous  aUons  passer,  dans  le  chapitre  suivant,  à  quelques 
exemples  qui  achèveront  de  lever  les  difficultés  qui  pour- 
raient rester  sur  cette  théorie,  prise  dans  sa  généraUté  abs- 
traite. 


CHAPITRE  Vin. 

APPUCATIONS  DU  CALCUL  DES  VARIATIONS  DES  INTÉGRALES  SIM- 
PLES •  —  *DE  LA  MÉTHODE  DES  VARIATIONS,  ÉTENDUE  AUX. 
INTËGBALES   DOUBLES. 


{  1*'.  AppUcatioa  do  calcul  des  variatioDS  des  intégrales  simples  à  de& 

problèmes  de  wmma  et  de  minima, 

39i.  De  la  ligne  la  plus  courte  sur  une  surface  donnée  i. 
Puisque  la  droite  la  plus  courte  ou  la  plus  longue  qu'on 
puisse  mener  d'un  point  à  une  ligne  ou  à  une  surface,  est  la 
normale  abaissée  du  point  sur  la  ligne  ou  sur  la  surface,  il 
est  aisé  de  voir  que  la  ligne  la  plus  longue  ou  la  plus  courte 
qui  puisse  être  menée  entre  deux  lignes  ou  entre  deux  sur- 
face est  la  normale  commime  aux  deux  lignes  ou  aux  deux 
surfaces*  Nous  nous  contenterons  d'indiquer  l'application  des 
fonnules  générales  du  chapitre  précédent  à  un  cas  si  simple  -^ 
et  nous  passerons  au  problème  qui  a  pour  objet  de  détermi- 
ner la  ligne  la  plus  courte  que  Ton  puisse  tracer  sur  une  sur- 
face donnée,  entre  deux  points  fixes,  ou  entre  deux  courbes 
fixes  tracées  également  sur  la  surface.  Il  est  évident  que  le 
problème  n'admettrait  pas  de  solution,  si  l'on  substituait  la 
condition  du  mcucimum  à  celle  du  minimum^  à  moins  qu'on, 
n'y  apportât  des  limitations,  en  assujettissant,  par  exemple,, 
la  courbe  cherchée  à  être  plane. 

L'intégrale  qu'il  s'agit  de  rendre  un  minimum  est 


y^V^  +  y'H»'.*!?, 


d'où  Ton  tire,  en  posant  l/i  +y'«-f-;j'«=  Y, 
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^itP(x,y,2:)=0  réquation  de  la  surface  sur  laquelle  la 
ligne  cherchée  doit  se  trouver  :  il  viendra 

d'où  ron  conclut^  en  chassant  ix  sous  le  signe/,  et  en  éga- 
lant h  zéro  les  multiplicateurs  de  9yj  dz, 

(^  +V  -1  ,1^  +  ;.'^,l5£  .^ 

\dx  dyl  *   dx  dy*    dx 


dyl  '   dx  dy'    ^  ' 

Uy'^^'d^i'^dr'^^Tznir        ' 


0) 


Mais,  pmsque  la  courbe  cherchée  doit  se  trouver  sur  la  sur- 
face, les  dérivées  j/',  2'  sont  liées  par  l'équation 

£/F         rfF  rfF 

dx^^  dy  ^      dz 

en  conséquence  les  deux  équations  (  1  )  deviennent  identi- 
ques, comme  cela  doit  être,  et  elles  prennent  la  forme 

cff  ^  ( y)      dF  ^  (^) 
dx      dx  dy     dx 

n  faudrait  substituer  dans  cette  dernière  équation  les  valeurs 
de  Zy  z'  en  fonction  de  Xy  t/,  y'  tirées  de  l'équation  de  la 
surface,  et  intégrer  :  mais  en  conservant  à  la  fonction  F  sa 
généralité,  nous  allons  tirer  de  l'équation  (2)  la  démonstra- 
tion d'une  propriété  caractéristique  des  courbes  qui  satisfont 
aux  conditions  du  problème. 
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On  a,  en  désignant  comme  à  l'ordinaire  par  s  Vavc  de  la 

eowbe, 

y      dij      z  dz 

V      Ts'    V       Ts' 
au  moyen  de  quoi  Téquation  (2)  revient  à  la  proportion 

_    lit) 

di  ds 


dV  ^ 

dy  57 

d'où  Ton  conclut,  à  cause  de  la  symétrie, 

_      _      lil 

ds ds ds  (3) 

rfF         ~         5F         ""         dF 
dx  dy  dz 

Mais  si  Ton  désigne  par  X,  /ji,  v;  X',  fi,  v'  les  angles  que  la 
normale  à  la  surface  et  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne  cher- 
chée font  avec  des  parallèles  aux  axes  des  Xj  y,  z  dans  le 
sens  des  coordonnées  positives,  la  proportion  (3)  revient 

[228  et  237]  à 

COS  X  COS  [i  COS  V 

COS  X'    COS  /*'    COS  v'* 

Donc  X=X',  iJL  =  iijV=iv\  Ainsi  la  ligne  tracée  sur  la 
surface,  de  manière  qu'entre  deux  points  quelconques  elle 
soit  plus  courte  que  toute  autre  ligne  assujettie  à  rester  sur 
la  surface  et  à  passer  par  ces  deux  points,  a  s#n  plan  oscu- 
lateur  constamment  normal  à  la  surface. 
383.  L'équation  aux  limites 


=^0 

0 


V 

se  trouve  satisfaite  d'elle-même,  si  les  deux  points  extrêmes 
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de  la  courbe  cherchée  sont  fixes  et  donnés  de  position  ;  car 
alors  on  a 

Supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi,  mais  que  chacun  des 
deux  points  extrêmes  soit  assujetti  à  se  trouver  sur  une 
courbe  donnée^  tracée  sur  la  surface.  On  aura,  en  chacun 
des  deux  points  extrêmes,  en  supprimant,  pour  plus  de  sim- 
plicité, les  indices  0, 1  qui  les  particularisent, 

cx  +  y'iy  +  i'âz  =  0, 

ou  Mes 

Or,  le  point  extrême  {x^y^z)  étant  assujetti  à  se  trouver  sur 

une  ligne  donnée,  ^^^,  sont  des  quantités  déterminées 

par  le  tracé  de  cette  ligne,  et  qui  mesurent  les  tangentes 
trigonométriques  des  angles  que  font  avec  l'axe  des  x  les 
projections  sur  les  plans  des  xy  et  des  xz  de  la  tangente  à 
cette  ligne  au  point  {x^y^z).  D'un  autre  côté,  y\  z  sont  les 
tangentes  trigonométriques  des  angles  que  font  avec  le 
même  axe  les  projections  sur  les  mêmes  plans  de  la  tan- 
gente à  la  ligne  la  plus  courte,  menée  par  le  point  extrême. 
Donc  l'équation  (4)  exprime  que  la  ligne  la  plus  courte 
coupe  à  angles  droites  les  deux  lignes  tracées  sur  la  surface, 
et  sur  lesquelles  les  points  extrêmes  sont  respectivement 
assujettis  à  se  trouver. 

384rDc  la  inirfacede  révolnlion  à  aire  minimum.  On  de- 
mande de  déterminer  dans  le  plan  xy  la  courbe  passant  par 

deux  points  donnés  (Xo>!/o)i  (^i^!/i)»  qi^>  par  sa  révolution 
autour  de  Taxe  des  x,  engendre  la  surface  de  révolution 
dont  Taire  (comprise  entre  deux  plans  perpendiculaires  à 
Taxe  des  x,  et  passant  chacun  par  Tun  des  points  donnés) 
est  un  minimum.  L'intégrale  dont  la  variation  doit  s'éva- 
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iiouir,  est  [350] 

9. 

et  Tëquation  (a)  du  n*"  373  devient,  dans  ce  cas  particulier, 

Si  Ton  prend  s  pour  variable  indépendante,  cette  équation 
revêt  la  forme 


(C) 


Mais  on  a,  dans  la  même  hypothèse, 


ce  qui  permet  de  changer  l'équation  (6)  en 

dx  dy  d*x        v  rf»/ 

57*  d»"*"  ^  5*»"=      7s      ~®' 

On  en  conclut 

dx 

»^=*,  (8) 

b  désignant  une  constante  arbitraire  ;  et  par  suite,  en  éle* 
vaut  au  carré,  et  en  remettant  pour  ds^  sa  valeur, 

dx  =        ^     .  (0 

Enfin  une  nouvelle  intégration  donne 

Puisque  les  coordonnées  des  deux  points  extrêmes  sont 
des  constantes  données,  l'équation  aux  limites  se  trouve 
satisfaite  d^elle-méme. 
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D'après  l'équation  (8),  la  constante  b  représente  la  valeur 
de  l'ordonnée  y  pour  le  point  de  la  courbe  où  la  tangente 
est  parallèle  à  l'axe  des  a;  :  on  en  déterminerait  la  valeur  en 
calculant,  par  des  approximations  successives,  la  racine  de 
l'équation  transcendante 

Afin  de  mettre  sous  sa  forme  la  plus  simple  l'équation  de 
la  courbe  qui  satisfait  au  problème,  faisons  passer  Taxe  des 
1/  par  le  point  de  la  courbe  où  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe 
des  x^  ce  qui  revient  à  intégrer  l'équation  (9)  en  supposant 
qu'on  ait  à  la  fois  a;  =  0,  y  =  6  :  il  viendra 

d'où 

et  par  suite 

y  =!(/»+ rî).  «0) 

On  tire  ensuite  de  l'équation  (8),  en  prenant  pour  origine 
des  aies  le  point  dont  l'abscisse  est  nulle. 


=if.'y'''=ï^'^-'  ')• 


La  courbe  dont  on  vient  de  trouver  Téquation  est  connue 
sous  le  nom  de  chaînette;  parce  que,  conune  on  le  prouve 
en  mécanique,  cette  cowbe  est  celle  qu'affecterait  un  fil  pe- 
sant, homogène ,  parfaitement  flexible ,  et  suspendu  par 
deux  points.  Galilée,  qui  s'en  est  occupé,  l'avait  confondue 
avec  la  parabole  ;  mais  Leibnitz  en  a  ramené  la  construction 
à  celle  de  deux  logarithmiques,  construction  qui  ressort  de 
l'équation  (10). 

La  chaînette  jouit,  comme  la  cycloïde,  de  propriétés  eu- 

T.  11.  9 
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rieuses,  en  outre  de  celles  dont  il  vient  d'être  question.  Soit 
MBM'  {fig.  80)  cette  courbe,  symétrique  par  rapport  à  Taxe 
OY»  XX'  Taxe  autour  duquel  la  courbe  doit  tourner  pour  en* 
gendrer  la  surface  de  révolution  dont  Taire  est  un  minimum  : 
Tordonnée  minimum  OB  représentera  le  paramètre  b.  En 
vertu  des  équations  (8)  et  (1 0),  on  a 


/ 


de  sorte  qu'en  tous  les  points  de  la  chaînette,  la  normale 
[172]  et  le  rayon  de  courbure  [193]  ont  pour  valeur  com- 
mune ^ .  Au  sommet  B  le  rayon  de  courbure  passe  par  un 

minimum,  et  a  pour  valeur  le  paramètre  b. 

Si,  du  point  P,  pied  de  Tordonnée  PM  =  y  y  on  abaisse 
sur  la  tangente  MT  la  perpendiculaire  Pfx,  on  aura 
Pft  :  MP  :  :  PT  ;  MT.  Mais 

PT  =  -~=^,     MT=        ^ 


donc  la  perpendiculaire  Pfx  a  une  valeur  constante  et  égale 
au  paramètre  b.  De  là  M/x  =  i/^TZ^. 
L'aire  OBMP  a  pour  valeur 

et  Ton  a,  par  Téqualion  (8), 

arcBM  =  «=-  C  ydx=i\/Y^V^' 

bJ  0 

la  chaînette  est  donc  une  courbe  pour  laquelle  l'aire  et  l'arc 
sont  des  fonctions  algébriques  de  l'ordonnée. 

L'arc  BM  vient  d'être  trouvé  égal  à  la  droite  MfA  :  donc  le 
point  fA  appartient  à  une  développante  de  la  chahiette,  ayant 
son  point  de  rebroussement  en  B,  sommet  de  la  développée. 
Cette  développante  NBN'  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe 
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des  9  et  a  pour  asymptote  Taxe  des  x.  La  portion  de  droite 
]xP  =  fr  est  la  tangente  de  la  courbe  NBN',  à  laquelle^  en 
conséquence,  on  peut  assigner  pour  propriété  caractéris- 
tique d'avoir  une  tangente  de  grandeur  constante.  Ces  re- 
marques intéressantes  ont  été  faites  par  Ampère. 

385.  Courbe  de  la  plus  vite  descente,  ou  Brachistochrone. 
On  appelle  ainsi  la  courbe  sur  laquelle  devrait  glisser  un 
point  matériel  pesant,  pour  arriver  le  plus  vite  possible  d^un 
point  à  un  autre,  non  situé  sur  la  même  verticale,  abstrac- 
tion faite  du  &ottaaient  sur  la  courbe  et  de  la  résistance  du 
milieu  ambiant.  Tout  étant  symétrique  de  part  et  d'autre  du 
plan  vertical  mené  par  les  peints  extrêmes,  la  courbe  reste 
nécessairement  comprise  dans  ce  plan  vertical  que  nous 
prendrons  pour  celui  des  xy^  les  x  positifs  se  mesurant  sui- 
vant la  verticale  et  de  haut  en  bas.  Soient  x.^  x^  les  abscisses 
des  points  de  départ  et  d'arrivée  du  mobile  :  d'après  les  prin- 
cipes de  la  mécanique,  il  faut  rendre  un  minimum  l'intégrale 

J  %^  V  x  —  x.      ' 
ce  ipà  donne 


V(a?— a?,)(4+yV  l/(ap— iP.)it -h»'*) 

/ï 

I  _dx_i/fti  — (^  — *o)    • 


=  *, 


y       dy       ^  x  —  x^ 

Posons  4  =  2R  et  x,=  0,  ce  qui  revient  à  faire  passer  l'axe 
des  X  par  le  point  de  départ,  il  viendra 

jg_lX8R  — a? 
dy      ^  X     ^ 

équation  d'une  cydolde  [177]  dont  l'un  des  arceaux  a  pour 

pied  le  point  de  départ.  Le  rayon  R  du  cercle  générateur  se 

déterminera,  au  moyen  de  ce  que  la  cyclolde  est  assujettie  à 

passer  par  le  point  d'arrivée  du  mobile. 
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386.  Problêmes  sur  les  isopérimêires.  On  demande  la 

courbe  dont  Taire  /    *  ydx,  limitée  par  les  ordonnées  des 

points  (Xo,  yo)^  {Xtj  y^j  est  un  maximum  ou  un  mtmmtff», 
Tare  entre  ces  mêmes  points  ayant  une  longueur  draiaée^ 
D'après  le  tf  380,  il  faut  poser 

l  désignant  un  coefficient  constant  :  ce  qui  donne 


dx 
d*oîi,  en  intégrant,  et  en  désignant  par  Ç  la  valeur  de  w  pour 


Intégrons  de  nouveau ,  et  désignons  par  yî  la  valeur  de  y 
pour  x  =  i:  il.viendra 

Ainsi  la  courbe  cherchée  est  un  cercle  dont  X  désigne  le 
rayon,  et  qui  a  pour  centre  le  point  (|,  yî).  La  détermina- 
tion des  trois  constantes  I,  n,  X  résulte  de  ce  que  le  cercle 
doit  passer  par  les  points  {x^,  y^),  {x^^y^),  Tare  compris 
entre  ces  points  ayant  une  longueur  donnée.  La  solution  est 
double  :  l'arc  de  cercle  qui  tourne  sa  concavité  vers  Taxe 
des  X  correspondant  au  maximum^  et  celui  qui  tourne  sa 
convexité  vers  le  même  axe  correspondant  au  minimum.  On 
en  conclut  que  le  cercle  est  la  courbe  fermée  qui ,  sous  le 
même  périmètre,  circonscrit  Taire  maximum,  comme  les 
anciens  Tavaient  démontré  par  la  géométrie  pure. 

Si  Ton  ajoute  au  problème  du  n**  384  la  condition  que  la 
courbe  soit  prise  parmi  celles  qui  ont  entre  les  points  (xo,yo), 
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[x^y  y»),  une  longueur  constante  et  donnée,  la  variable  y  se 
trouvera  remplacée  dans  l'équation  j(8)  par  y  +  ^  •  d'ailleurs 
les  calculs  seront  les  mêmes  et  conduiront  pareillement  à 
l'équation  de  la  chaînette.  Une  nouvelle  constante  arbitraire 
sera  introduite  dans  cette  équation  ;  mais  on  aura  aussi  une 
nouvelle  équation  de  condition  :  savoir,  celle  qui  résulte  de 
ce  que  la  longueur  de  la  courbe  entre  les  points  extrêmes  est 
ime  constante  donnée. 

*387.  Pour  dernière  question,  proposons-nous  de  trouver, 
panoi  les  courbes  planes  isopérimètres,  terminées  à  deux 
points  fixes  {Xo,  y 9),  (or,,  ^i),  celle  qui,  en  tournant  autour 
de  Taxe  des  Xj  détermine  le  solide  de  révolution  dont  le 

volnme  ^  f*  y^dx  est  un  maximum  ou  un  minimum. 

La  condition  analytique  du  problème  est 

en  écrivant,  pour  l'homogénéité^  X*  au  Ueu  de  X  ;  et  elle 
doone 

ou  bien,  en  prenant  s  pour  variable  indépendante, 

^éPy  dx 
^  ds*   ds 

Substituons  pour  ^sa  valeur  tirée  de  l'équation  (7),  et  il 
viendra 

dy  ^d}x 

d'où  en  intégrant,  et  en  désignant  par  6  la  valeur  de  Tor- 
donnée  y  pour  le  point  de  la  courbe  où  la  tangente  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  des  x, 

.      ..  .dx  >• 

y*  — 6*=-.>«  — s^  — 


de  V'^+y* 
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Cette  dernière  équation  donne 
et  par  >ute  {  (*i) 

Une  nouvelle  intégratkai  donnerait  la  valeur  de  x  en  y  avec 
une  constante  arbitraire  ;  et  Ton  déterminerait  cette  con- 
stanle,  ainsi  que  les  deux  autres  paramètres  b,  >,  en  assujet- 
tissant la  courbe  à  passer  par  les  points  {x^  yt}?  {^j  \ft)f  et 
à  avoir  entre  ces  points  une  longueur  donnée. 

Posons  6= 0,  ce  qui  sevieirt  à  faire  passer  l'axe  des  x 
par  le  point  où  la  tangente  est  perpendiculaire  à  cet  axe  ; 
prenons  aussi  ce  point  pour  l'origine  des  coordonnées  x^  y, 
et  de  Tare  s  auquel  nous  donnerons  le  même  signe  qu'à  x  :. 
il  viiMtdra 

^^/^'^^    ,  =  ,.  r^_^. 

Soit  tf=>cosç,  y  désignant  une  nouvelle  Variable  :  on 
aura 

,  >  »in  9  cos*  fd  >  eos*  fdf  3i  .   cos"  f  d-p 


?f2V/<— 4  8»*  9 ^.-  -V 


A=-  '  •    ^^ 


et  par  suite 
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D'après  la  natmre  périodique  des  fonctions  F,  E,  il  est  aisé 
de  Toir  que  la  courbe  représentée  par  Téquation  (13)  a  un 
cours  périodique,  comme  l'indique  Isl  fig.  90.  L'ordonnée 
maximum  PM  ayant  pour  valeur  X,  celles  de  l'abscisse  cor- 
respondante OP=ÎO  À  et  de  l'arc  OM  sont 

Les  inflexions  de  la  courbe  aux  points  0,  A,  etc.,  n'in* 
terrompent  pas  la  continuité  de  la  fonction  s^  comme  cela 
a  lieu  pour  d'autres  courbes,  et  notamment  pour  la  lemnis- 
cate  [346],  doirt  l'arc  s'exprime  aussi  par  la  fonction  eltip. 

La  considération  dont  nous  avons  fait  usage  pour  simpli- 
fier l'expression  des  intégrales  des  équations  différentielles 
(12),  ne  pourrait  plus  être  employée  :  1*  si  la  constante  b 
devait  avoir  une  valeur  imaginaire  de  la  forme  b'  K^, 
ce  qui  n'empêcherait  pas  les  intégrales  dont  il  s'agit  d'être 
encore  exprimables,  quoique  d'une  manière  moins  simple, 
par  les  fonctions  elliptiques  ;  2^  si  Ton  avait  enfa^  las  con- 
stantes 6,  Xla  relation  6  =  X  ;  mais  dans  ce  dernier  cas  il 
viendrait 


d'où 

On  pourra  effacer  la  constante  arbitraire,  si  l'on  fait  passer 
l'aie  des  y  par  le  point  dont  l'ordonnée  est  y  =  X  i/i.  D'ail- 
loETS  la  courbe  que  cette  équation  représente,  et  qui  est 
comprise  entre  les  droites  y  =  +X|/f,  au  lieu  de  couper  en 
ose  infinité  de  points  l'axe  des  x,  comme  cela  arrive  à  la 
courbe  (13),  a  cet  axe  pour  asymptote  ;  puisque,  si  Ton  fait 

y=o ,  il  vient  j|  =0,  et  «  ==  ±  qo  . 
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La  courbe  dont  la  première  éqaation  (12)  est  Féquation 
différentielle,  est  connue  sous  le  nom  de  courbe  élastique^ 
parce  que  c'est  celle  qu'affecterait  une  lame  élastique,  na- 
turellement plane,  fixée  à  l'une  de  ses  extrémités  ^  et  cour- 
bée par  l'action  d'une  force  appliquée  convenablement  à 
Tautre  extrémité.  On  l'a  nommée  aussi  courbe  lirUéaire^ 
parce  qu'elle  représente  la  section  droite  d'une  enveloppe 
cylindrique  parfaitement  flexible,  suspendue  par  deux  de 
ses  génératrices,  et  remplie  d'un  liquide  pessmt  dont  la  pres- 
sion détermine  la  courbure  de  l'enveloppe. 

Â  proprement  parler,  la  courbe  lintéaire  est  déterminée 
par  la  condition  que  l'intégrale 


A 


dx 


soit  un  tncLximum,  les  intégrales 

ayant  des  valeurs  constantes,  c'est-à-dire  par  Téquatîon 

^ /^'(y*  +  >'y  +  ^'  v/ï+7*)  dx=o, 
*^  ». 

d*où  l'on  tire 

dx 

Puisqu^il  suffit  de  diminuer  les  y  de  la  quantité  constante  ç, 

pour  ramener  cette  équation  à  l'équation  (11),  û  est  dair 
que  l'équation  de  la  courbe  lintéaire  doit  se  confondre  avec 
celle  de  la  courbe  élastique,  tant  qu'on  ne  particularise  pas 
les  constantes. 
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*  J  S.  De  la  néthede  des  Tariations»  étendue  aux  intégrales  doubles. 
388.  Soit 


ffsixiy 


tme  intégrale  douMe  dont  les  limites  y  supposées  d'abord 
invariables,  sont  déterminées  par  le  tracé  sur  le  plan  j^ 
d'une  courbe  fermée  mjn^yi^  \fiq.  80  e%  \f  354]  :  on  admet 
que  V  peut  renfermer  >  outre  les  variables  indépendantes 
X,  y,  une  fonction  z  de  ces  deux  variables ,  et  ses  dérivées 
partielles  du  premier  et  du  second  ordre  p^q^r,  s,  I,  hypo- 
thèse d'une  généralité  bien  suffisante  pour  les  besoins  des 
appfications.  Il  s'agit  de  déterminer  la  fonction  z  de  ma- 
nière que  l'intégrale  proposée  ait  une  valeur  maximum  ou 
muMmum» 
Posons 

dVrzXdx  +  Ydy  +  Zdz  +  ?dp  +  Qdq  +  Rdr  +  Sd»  +  TA, 

ce  qoi  donne  dans  l'hypothèse  des  limites  constantes  où  l'on 
peat  [374]  considérer  comme  nulles  d'elles-mêmes  les  va- 
riations dx  et  dy, 

aV  =  Z^«  +  ?fp  +  Q^q  +  R^r  +  Sis  +  TSt; 

en  sorte  que  l'équation  du  problème  devient 

fT[Z:z  +  J?âp  +  Qâq+R^r  +  8i8+Tiqdxdy=:zO.    (U) 

n  &ut  considérer  à  part  les  termes  en  dpj  dq,  eio.,  afin  de 
lenr  faire  subir  les  transformations  qui  sont  de  l'essence  du 
calcul  des  variations. 

Qna 

ffVip.d.dy  =//w  |.  dxdy  =//  p£i*  Mdy 
=j  ?dy .$z  —  j  r  —  dxdy M. 
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Dans  cette  équation  Tintégrale  double 

est  censée  prise  dans  les  mêmes  limites  que  Tintégrale  dou- 
ble proposée  :  quant  à  Fintégrale  simple  /  Pdxdz^  qui  est 
amenée  par  une  première  intégration  relative  à  la  variable 
X,  il  faut,  pour  en  fixer  la  valeur,  ccmcevoir  qu'après  cette 
piwiiiière  intégration  opérée,  on  a  substitué  successivement 
pour  X  les  valeurs  ^jg,  4^09  [354] ,  et  retranché  le  second 
résultat  du  premier,  ce  que  nous  indiquons  par  la  notation 
abrégée 

la  seconde  intégration  relative  à  y  devant  d'ailleurs  être 
prise  entre  les  limites  y=OÇi=:t/i,  t/  =  09o==yo*  En 
conséquence  nous  écrirons 

f/'f""»  =  [j^-r4,..:.ff^-ff^j«^M. 

On  trouverait  de  la  même  manière 

la  fonction  ^  désignant  Tinversé  de  ^y  ainsi  qu'on  Ta  expli- 
qué dans  le  rf  cité. 
H  vient  ensuite 

En  tenant  compte  des  limites  des  intégrales,  nous  écrirons, 
suivant  la  notation  employée  ci-dessus, 
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/>-^'^^=[y;x-S*+«>H 


dx 

Le  même  calcul  donnera 


jft»^ = [/;•  (-  f  « + T^).*.];;; 


du 

is  le  tenue  affiscté 


obtimârons  par  un  calcul  analogue 
On  a  d'ailleurs 

d'où 

38».  aiVm  réunit  ces  divers  résultats,  on  mettra  Téqua- 
ticm  (1 4)  sous  la  forme 

+i/:[(«-s-s)--'']'^c: 

Le  ooeficient  de  ^z,  sous  les  signes  de  double  intégration, 
doit  être  nid  pour  toutes  les  valeurs  de  x,y  comprises  aitie 
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les  limites  de  Tintégrale  double,  ce  qui  donne  Téquation 
aux  différences  partielles  entre  x^tjjZ^ 

Z— —  — ^  4- —  4- —  4- —  —  0 

dx      dy      da?      dxdy      dy* 

Chacune  des  intégrales  simples  qui  entrent  dans  réquation 
(A)  s'étend  à  tous  les  éléments  de  la  courbe  monotnini  {fig .  80) 
qui  trace  sur  le  plan  xy  les  limites  de  l'intégrale  double. 
Donc,  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  x^y^  qui  corres- 
pondent à  des  points  pris  sur  cette  courbe,  les  variations 
izy  ipj  dq  doivent  satisfaire  aux  équations 

Enfin  il  faudra  qu'on  ait 

[(s.,)'-]"'=o. 

ou  bien 

(Sâz)  «^(p^«^  désignant  ce  que  devient  S^z  pour  les  valeurs 
X'=x^j  y  =  9^Xp  et  ainsi  de  suite. 

390.  On  peut  se  représenter  la  variable  z  comme  Tordon- 
née  d'une  surface.  Si  l'intersection  de  cette  surface  avec  le 
cylindre  qui  se  projette  en  xy  suivant  la  Ugne  monomiiti  était 
une  courbe  donnée  de  position  dans  l'espace,  la  variation  dz 
serait  nulle  pour  tous  les  points  qui  appartiennent  à  cette 
ligne  d'intersection  :  par  suite  l'équation  (c)  serait  satisfaite 
d'elle-même,  et  les  équations  (6)  se  réduiraient  à 

Si  en  outre  la  nature  du  problème  déterminait  la  direction 
du  plan  tangent  à  la  surface,  tout  le  long  de  la  ligne  d'inter- 
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section,  les  variations  ip,  dq  s'évanouiraient,  et  par  suite  les 
équations  {b)  seraient  satisfaites  d'elles-mêmes. 

Lorsque  la  ligne  d'intersection  et  la  direction  du  plan  tan- 
gent le  long  de  cette  ligne  ne  sont  point  déterminées  par  les 
conditions  du  problème,  il  faut,  pour  satisfaire  aux  équa- 
tions (6)  égaler  séparément  à  zéro  les  coefficients  de  ^z,  9pj 
iq,  c'est-à-dire  poser 

et  ces  dernières  équations  doivent  subsister  pour  tous  les 
points  de  la  ligne  d'intersection  dont  la  projection  en  xy  est 
la  coorbe  ntoftoTTiini. 

391.  Dans  le  but  de  montrer  une  application  de  cette 
théorie,  supposons  que  Ton  demande  la  surface  assujettie  à 
passer  par  un  contour  donné  et  dont  l'aire^  dans  la  portion 
circonscrite  par  ce  contour ^  est  un  minimum.  Cette  siu^face 
ne  serait  plane  que  si  la  ligne  de  contour  par  laquelle  elle 
doit  passer  était  comprise  dans  un  plan.  L'intégrale  double 
qu'il  s'agit  de  rendre  un  minimum  est  [359] 

ffV  4  -+-  p*  4-  q« .  dxdy. 

Conmie  les  fonctions  R,  S,  T  sont  nulles,  et  que  la  varia- 
tion iz  s'évanouit  aux  limites,  à  cause  de  l'invariabilité  de 
la  ligne  de  contour,  les  équations  {b)  et  (c)  se  trouvent  satis- 
faites :  il  suffit  de  déterminer  l'ordonnée  z  en  fonction  de 
x,  y,  de  manière  à  satisfaire  à  l'équation  (a)  qui  devient 

4    p     ]   4     g     ] 


-f- 


=  0, 


dx  dy 

m 

ou  en  développant  les  calculs, 

(«  +  q*)r  —  ipq8  +  (1  +  p»)f  =  0,  (rf). 

équation  [281]  caractéristique  des  surfaces  pour  lesquelles, 
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en  tous  leurs  points,  les  deux  rayons  des  courbures  princi- 
pales sont  égaux  en  grandeur  et  opposés  en  direction.  La 
surface  cherchée  doit  en  outre  être  assujettie  à  passer  par  la 
ligne  donnée,  qui  circonscrit  Taire  mimimnm,  condition 
par  laquelle  il  faudrait  déterminer  les  fonctions  arbitraires 
qui  entreraient  dans  l'intégrale  de  l'équation  {d). 
La  surface  décrite  par  la  révolution  de  la  chaînette 


y=^(^'+*-') 


autour  de  Taxe  des  x^  est  (parmi  les  surfaces  de  révolution 
assujetties  à  passer  par  deux  cercles  parallèles  donnés)  celle 
dont  l'aire  a  la  valeur  minimum  [384].  Les  deux  rayons  des 
courbures  principales  de  cette  surface  de  révolution  sont: 
l^^le  rayon  de  courbure  de  la  chaînette  méridienne;  2*  la 
portion  de  la  normale  comprise  entre  la  courbe  méridienne 
et  l'axe  de  révolution  [285]  ;  et  en  effet  l'on  a  trouvé  [384] 
que  ces  deux  lignes  sont  égales  et  opposées  de  direction. 

392.  Quand  on  n'admet  pas  que  les  limites  de  l'intégrale 
double  soient  fixées  invariablement  par  im  contour  tracé 
sur  le  plan  xy,  on  ne  peut  plus  supposer  nulles  les  varia- 
tions ixj  dtjy  du  moins  pour  les  points  situés  sur  les  limites 
de  l'intégrale  [374].  On  a  dans  ce  cas 

9jndxdy  znffdyWidx  +  ffdxVMy  +ffâVdxdy 
—ffdySdix  +  ffdyWd^  +  ffSWdxdy 

dV  dV 

=fVêxdy  +  f\Sydx+ff{iV--  —  ^'-  —  ây)dxdg. 

ax  ûy 

Chaque  intégrale  simple  est  censée  prise  le  long  de  la  ligne 
de  contour  qui  limite  l'intégrale  double,  selon  les  explica- 
tions données  précédemment/ 

D'après  un  calcul  analogue  à  celui  du  n""  373»  si  l'on  pose 
pou»  abréger 

3z  — p^x  —  q^  =  ^, 


DE  LA  VARUnON  DES   INTÉGRALES  DOUBLES.  143 

et  qpe  Ton  conservetanx  lettres  Z,  P,  Q,  R,  S,  T  leur  signifia 
cation,  en  omettant,  pour  plus  de  simplicité^  les  termes  d'un 
ordre  supérieur  au  second,  on  aura 

dV  d\  d9u         dêu 

^     dx'^    dxdy  ^     dy*^ 
puis 

r\r^     cfR      rfS\^      «^^1j 

mi^-Ty-dir-^^iar 

Il  faudra  donc,  pour  révanouissement  de  la  variation  de 
Fintégrale  double  : 

1*  Que  l'équation  (a),  aux  différences  partielles  entre  les 
variables  x,  y,  z,  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  Xj  y 
comprises  entre  les  limites  de  cette  intégrale  ; 

2"  Que  pour  les  valeurs  de  x^  y  correspondant  aux  points 
situés  sur  la  ligne  de  contour  qui  limite  l'intégrale,  on  ait 
les  deux  équations 

\        dx     ayy  da:  ~"    ' 

00 

\ix  +  (p--^-~){is-p^—qiy)  +  ti(ip-rix  —  siy)=0, 
Q  — —J{êz  —  p3x—qiy)+Ti9q  —  tix  —  tSy)  =0. 

Celles-ci  correspondent  aux  équations  (.6)  du  n*  389,  et  se 


yix 
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décomposeront  de  diverses  manières ,  suivant  les  relations 
que  la  nature  du  problème  établira  entre  les  variations  ix, 
^Vf  ^^9  ^Pj  ^Çf  po^  l^s  points  situés  sur  la  ligne  de  con- 
tour. Si,  par  exemple,  ces  cinq  variations  sont  indépen- 
dantes et  arbitraires,  les  deux  équations  se  décomposeront 
en  cinq  autres, 

'  '  dx     dy  ^      dy      dx 

S""  Enfin  il  faudra  que  Téquation  S^u  =  0  soit  satisfaite, 
par  l'évanouissement  de  S  ou  de  ^u,  aux  points  extrêmes 
de  la  ligne  de  contour,  comme  cela  a  été  indiqué  pour  le 
cas  où  la  ligne  de  contour  est  réputée  invariable. 


CHAPITRE  IX. 

DES  CONDITIONS  D^INTÉGRABILITÉ  POUR  LES  FONCTIONS  DIFFÉ- 
RENTIELLES DE  PLUSIEURS  VARIABLES  INDÉPENDANTES,  ET  DE 
LEUR  INTÉGRATION. 


393.  La  fonction  différentielle 

où  la  variable  y  est  censée  liée  à  x  par  une  relation  quel- 
conque y  =  TKT,  équivaut  à  une  fonction  différentielle  d'une 
seule  variable  fxdx,  en  désignant  pour  abréger  par  fx  la 
fonction 

de  sorte  que  si  l'on  pose  a=/fxrfj:,  et  par  conséquent 

dz  ==  f{x,  y)dx  +  ip(x,  y)dy,  (a) 

on  pourra  toujours,  quelles  que  soient  les  fonctions  f,  ^^  tt, 
ramener  aux  quadratures  la  détermination  de  la  fonction  z. 
Au  contraire,  si  les  variables  x  et  y  sont  considérées -comme 
indépendantes,  on  ne  pourra  pas  en  général  déterminer 
une  fonction  z  de  ces  deux  variables,  telle  que  l'équation  (a) 
soit  satisfaite,  ni  construire  dans  l'espace  une  surface  dont 
Tordonnée  s  ait  une  différentielle  totale  exprimée  par  le 
second  membre  de  cette  équation.  Car,  pour  cela,  il  fau- 
drait qu'on  eût 

dz  dz 

et  par  suite  [1 23] 

T.  H.  10 
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Quand  les  fonctions  <p  et  vp  vérifient  l'équation  (6),  on  dit 
que  l'équation  (a)  satisfait  à  la  condition  dHntégrabilUé  : 
nous  allons  \oir  que,  dans  ce  cas,  il  existe  une  surface  dont 
on  peut  représenter  par  (a)  l'équation  différentielle,  et  par 
z=:f{x,  y)  l'équation  en  a;,  y,  z. 

394.  La  détermination  de  la  fonction  x  se  ramène  aut 
quadratures  ;  car,  puisque  l'on  a 

la  fonction  z  est  de  la  forme 


X.  désiguanl  une  valeur  initiale  de  la  variable  x.  et  By  une 
fonction  arbitraire  de  la  seule  variable  y. 

Il  faut  déterminer  cette  fonction  %  de  manière  que  la 
dérivée  partielle  de  la  fonction  z  par  rapport  à  y  soit  égale 
à  +(^»  !/)•  On  aura  donc 

dy      '^^     "'     Jr.       dy  ^   du  ' 

d'où  ^ 

Mais,  en  v^tu  de  la  condition  {b),  on  a 

et  par  suite 

d; 

jr  =  ^(J^o,  y), 

ce  qui  montre  bien  que  la  fonction  6  ne  contient  que  la  seule 
vanable  y.  On  en  déduit,  en  désignant  par  «.  une  valeur 
initiale  de  y, 
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ûï  par  suite 
Soit,  par  exemple,  l'expression 

qui  satisfait  à  la  condition  d'intégrabilité  ;  en  prenant  «»  =  0 
pour  valeur  initiale  de  la  variable  x^  on  a 

-f — ;  -h  C  =  arc  lang  -  -f-  C. 
0  a?*  +  y^  y 

$95.  Lorsqu'un  point  se  meut  sur  la  surface  z  s=s  f{Xf  y), 
et  que  chaque  ordonnée  z  ne  rencontre  la  surface  qu'en  im 
point ,  la  différence  des  valeurs  de  z  au  commencement  et 
à  la  fin  du  mouvement,  ne  peut  dépendre  que  des  valwrs 
initiales  et  finales  assignées  aux  coordonnées  x^  y,  et  nul- 
lement de  la  forme  ni  de  la  longueur  de  la  courbe  que  le 
mobile  i  a  décrite  sur  la  surface  entre  les  deux  points  ex- 
trêmes. Donc,  si  l'on  établit  une  liaison  arbitraire  y:=:nx. 
entre  les  variables  indépendantes  x^  y,  au  moyen  de  qu4H  la 
différentielle  dz  devient  une  fonction  de  la  seule  variable  Xj 
la  valeur  de  l'intégrale  définie 

X  —  I.  — y     [,(«,  yytx  +  ^(0?,  y)dy] 

doit  être  indépendante,  de  la  forme  de  la  fonction  tt.  Donc 
il  faut  que  cette  intégrale  puisse  s'obtenir,  sans  qu'on  ait 
besoin  d'assigner  de  liaison  arbitraire  entre  j^  et  x  ;  comme 
en  effet  nous  venons  de  voir  que  cette  intégrale  s^obtient 
tôstes  les  fois  que  la  différentielle  dz  satisfait  à  la  condition 
d'intégrabilité,  ou  tontes  les  fois  que  la  variable  z  peut  ce- 
présenter  Fordonnée  d'une  surface. 
Si  pourtant  les  deux  fonctions  9,  ^y  ou  Tune  d'entre  elles, 
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devenaient  infinies»  ou  passaient  brusquement  d'une  valeur 
finie  à  une  autre  dans  l'étendue  de  l'intégration,  les  con- 
clusions qui  précèdent  devraient  être  modifiées.  En  effet,  il 
pourrait  alors  y  avoir  plusieurs  points  de  la  surface  dont  la 
projection  en  xy  serait  la  même,  ou  plusieurs  valeurs  de  z 
correspondant  au  même  système  de  valeurs  des  variables 
X,  y  :  en  sorte  que  la  différence  z  —  z^  ne  dépendrait  plus 
seulement  des  valeurs  initiales  et  finales  de  x^y^  mais  dé- 
pendrait aussi  de  la  série  des  valeurs  par  lesquelles  x  et  ^ 
ont  passé,  ou  de  la  courbe  que  le  point  mobile  a  décrite  sur 
la  surface. 

Si  par  exemple  la  surface  est  une  sphère  coupée  diamé- 
tralement par  le  plan  horizontal  des  xy,  et  que  le  mobile, 
partant  d'un  point  de  l'hémisphère  inférieur  dont  les  coor- 
données horizontales  sont  x»,  t/09  arrive  à  un  point  dont  les 
coordonnées  horizontales  sont  x,y^  la  différence  z — z, 
changera,  selon  que  ce  point  extrême  appartiendra  à  l'hé- 
misphère inférieur  ou  à  l'hémisphère  supérieur. 

396.  Ces  considérations  s'étendent  à  des  fonctions  d'im 
nombre  quelconque  de  variables.  Ainsi,  pour  qu'il  existe 
une  fonction  u  de  trois  variables  indépendantes  x^y^z, 
susceptible  de  satisfaire  à  l'équation  différentielle 

où  X,  Y,  Z  désignent,  pour  abréger,  des  fonctions  9, 4'»  X> 
des  trois  variables  x,  t/,  z,  il  faut  qu'on  ait  [1 29] 

rfX       dY      dX       dZ      dY        dZ 

m^^^^  ^"^H^  mm^K^  M  0^\ 

dy       dx'     dz       dx*      dz        dy 

Réciproquement,  lorsque  ces  équations  de  condition  sont 
satisfaites,  on  détermine  la  fonction  u  par  une  suite  de  qua- 
liratnres.  On  a  d'abord,  eu  vertu  de  ce  précède, 

u  =  /    «.(0?,  y,  s)(lx  +  r  'i^xo,  y,  z)dy  +  9z, 
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9z  désignant  une  fonction  arbitraire  de  la  seule  variable  z. 
D'un  autre  côté,  il  faut  que 

du      f*  d.f(,x,y,z)  r>n  d:i.{xo,y,z)         du 

^=J,,     dz     ^Vy, — Tz — ^y*-Tz'^i'''y''>' 

d'où  l'on  déduit 
^  =  z(a?,».x)-y^— 5p-dx+y^^ ^ rfy 

=  xi^,y,z)-J^—^-—dx-J^—^-—dy, 
ei,  après  réductioo^ 

ce  qui  montre  bien  que  la  fonction  6  ne  contient  que  la  seule 
variable  z.  On  a  donc 

«  =  /    f  (a?,  y  y  z)dx  +J    ^(xo,  y,  z)rfy  +y    ;c(a?o,  yo,  «)rf*  +  C. 
••  "•  <•• 

397.  Lorsque  la  fonction 

^-f(.^,y>^h  (ej 

qm  satisfait  à  Téquation  (c),  a  une  valeur  déterminée  et  uni- 
que pour  chaque  point  de  Tespace,  ou  pour  chaque  système 
de  valeurs  des  coordonnées  x,  y^  Zj  si  Ton  imagine  un  point 
matériel  mobile,  pour  lequel  la  grandeur  u  prenne  en  chaque 
instant  la  valeur  qui  lui  est  assignée  par  Téquation  (e),  et 
si  ce  mobile  passe  du  point  {x^^y^yZ^  au  point  {XyyfZ)y  la 
différence 

u  —  u.^z  f{xj  y,  x)  —  fix.,  y.,  x.) 

ne  peut  dépendre  que  des  valeurs  initiales  et  finales  attri- 
buées aux  coordonnées  Xj  y,  ^,  et  nullement  de  la  forme  ni 
de  la  longueur  de  la  courbe  que  le  mobile  a  décrite  dans 
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Tespace  entre  les  deux  points  extrêmes.  Donc,  si  Ton  étahlit 
des  liaisons  arbitraires  y  =  nx^  2  =  x^t  entre  les  variable 
Xy  tjyZj  Bn  moyen  de  quoi  la  différentielle  totale 

rfw=:Xrfx  +  Ydy  +  Zrf* 

devient  une  fonction  de  la  seule  variable  x^  la  valeur  dt 
rintégrale 

H  —  tt,  =  /*'(Xrfa;  + Yrfi/+  Y&) 

doit  rester  indépendante  de  la  forme  des  fonctions  1:  et  x- 
Donc  il  faut  que  la  valeur  numérique  de  cette  intégrait 
puisse  se  calculer,  sans  qu'on  ait  besoin  d'assigner  de  liai- 
sons arbitraires  entre  2,  y  et  x.  Le  calcul  du  n*  précédent 
confirme  cette  vue  à  priori^  en  faisant  voir  comment,  lors- 
que les  conditions  d*intégrabilité  sont  satisfaites,  la  fonction 
u  se  détermine  par  une  suite  de  quadratures,  sans  qu'il  soit, 
nécessaire  d'établir  de  liaisons  entre  les  variables  indépen- 
dantes. 

n  pourrait  arriver  dans  ce  cas  que  plusieurs  valeurs  de  u 
correspondissent  à  un  même  système  de  valeurs  des  variables 
Xy  yj  z;  en  sorte  que  la  différence  u  —  u»  ne  dépendrait  plu» 
seulement  des  valeurs  initiales  et  finales  de  Xy  y,  z,  mais 
d^ndrait  aussi  de  la  série  des  valeurs  par  lesquelles  ces 
variables  ont  passé,  ou  de  la  courbe  4éerite  àaitB  Teipace 
pas  le  point  supposé  mobiJe. 

398.  On  rencontre  fréquemment  en  mécanique  des  équa^ 
lions  de  la  forme 

du  =  \dx  +  Ydy  +  Zrfz, 

dans  lesquelles  X,  Y,  Z,  fonctions  des  trois  coordonnées 
Xf  y  y  2,  désignent  les  forces  qui  sollicitent  un  point  mobile 
parallèlement  aux  axes  des  coordonnées  ;  et  des  théorèmes 
importants  sont  subordonnés  à  la  condition  que  l'intégrale 
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ait  une  valeur  indépendante  des  relatîoiïs  y=znx9  £=X^9 
ou  ne  dépende  que  des  positions  extrêmes  du  point  mobile, 
et  non  de  la  ligne  qu'il  a  décrite  en  passant  de  Tune  à  l'au- 
tre. Or,  pour  que  cette  condition  restrictive  soit  satisfaite, 
il  ne  suffît  pas,  ainsi  qu'on  a  coutume  de  l'énoncer,  que  les 
fonctions  X,  Y,  Z  satisfassent  aux  équations  (et),  de  manière 
que  l'équation  • 

soit  Téquation  diiférentielle  commune  à  une  série  de  sur- 
faces qu'on  obtiendrait  en  faisant  varier  la  constante  c  dans 
l'équation  u  —  «o  =  c,  ou 

II  faut  encore  qu'à  un  même  système  de  valeurs  des  coor- 
données x.yyZy  ne  correspondent  pas  plusieurs  valeurs 
réelles  de  e,  de  telle  sorte  que  les  diverses  surfaces  dont  il 
vient  d'être  question  puissent  avoir  des  points  commmis. 

*399.  D*après  toutes  ces  explications,  on  voit  que  la 
théorie  de  la  variation  des  intégrales,  exposée  dans  les  deux 
chapitres  précédents ,  se  rattache  naturellement  à  la  re- 
cherche des  conditions  d'intégrabilité,  pour  les  fonctions  dif- 
férentielles de  plusieurs  variables  indépendantes.  Il  s'agit  en 
effet  dans  cette  recherche  de  trouver  les  conditions  pour  que 
les  changements  de  valeurs  ou  les  variations  d'une  intégrale 
définie  ne  dépendent  que  des  valeurs  initiales  et  finales,  assi- 
gnées aux  variables  qui  entrent  sous  le  signe/,  et  nullement 
des  liaisons  qu'on  pourrait  arbitrairement  établir  entre  ces 
variables  dans  l'étendue  de  l'intégration.  Or,  c'est  à  quoi 
s'appliquent  immédiatement  les  formules  pour  la  variation 
les  intégrales,  dans  lesquelles  an  fait  usage  de  l'algorithme 
de  Lagrange. 
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admettons  que  la  fonction  diiTérentielle  pour  laquelle  on 
veut  trouver  les  conditions  d'intégrabilité,  renferme,  outre 
les  variables  x,  y,  leurs  différentielles  des  divers  ordres 
jusqu'à  Tordre  n  inclusivement.  Pour  que  cette  fonction  ait 
un  sens  intelligible,  il  faut  qu'elle  se  réduise  à  une  fonction 
de  la  seule  variable  x^  quand  on  assigne  entre  x  et  y  une 
relation  j  =  ttx  :  il  faut  par  conséquent  que  cette  fonction 
prenne  la  forme 

lorsqu'on  y  traite  x  comme  une  variable  indépendante,  et 
y  comme  une  fonction  de  x.  L'intégrale  de  cette  fonction, 
si  elle  peut  en  avoir  une  indépendamment  de  toute  rela^ 
tion  entre  x  et  y,  sera  de  la  forme 

de  sorte  que  Ton  pourra  posftr 

F{a?,  y,  y\  y^ . .  .y<— ))  :=/f(x,  y,  y',  f, . .  .y'')dxr 

et  il  s'agit  de  savoir  si  la  valeur  de  Pintégrale  contenue 
dans  le  second  membre  de  cette  dernière  équation  peut  res- 
ter indépendante  de  la  relation  arbitraire  qu'il  faut  néces- 
sairement établir  entre  y  et  x  pour  rendre  la  quadrature 
possible,  par  les  procédés  ordinaires. 

Afm  de  conserver  les  notations  employées  dans  l'avant- 
dernier  chapitre,  écrivons 

rfV  =  Xrfx  +  Yrfy  +  Y  ^Wy'  +  V^W  +  Y^dy"'  +  etc.  :       (f) 

jious  aurons 

rfVv'j      d»Y(») 
vf\dx  rr  \âx  +  (Y^«.^  ^  _  +  _-  -  etc.)  {iy  -  i/'eJSr) 

rfY(*> 
-h  (Y^o 1^  etc.)  (%'  -  yVx)  -^  etc. 
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/f  r/Y'»î        (l*Y*-        (/=Y(*î  1 

Cette  équation  se  déduit  de  la  formule  (A)  du  n**  373,  en 
omettant  les  termes  qui  se  rapportent  à  la  limite  inférieure 
de  l'intégrale,  parce  que  les  valeurs  de  x,  y,  y\  etc.,  à  cette 
limite  sont  censées  constantes,  et  en  supprimant  l'indice  (1), 
pour  mieux  marquer  que  nous  considérons  comme  variables 
les  valeurs  de  x,  y,  y%  etc. ,  qui  se  rapportent  à  cette  limite 
supérieure. 

Maintenant,  si,  par  la  forme  de  la  fonction  /"  ou  V,  on  a 
identiquement 

il  est  clair  que  la  variation  de  l'intégrale  ne  dépendra  plus 
,  que  des  variations  des  quantités  x,  y,  y\  etc.,  qui  se  rap- 
portent à  la  limite  supérieure  ;  de  façon  qu'elle  restera  in- 
dépendante de  la  relation  arbitrairement  établie  entre  y  et 
X,  dans  l'étendue  de  l'intégration. 

Donc  l'identité  {g)  exprime  la  condition  d'intégrabilité  de 
la  fonction  /*,  ou  la  condition  pour  que  cette  fonction  ait  une 
intégrale  F,  de  l'ordre  immédiatement  inférieur.  Lors  même 
que  la  fonction  F  ne  comporterait  pas  d'expression  par  les 
signes  élémentaires  de  l'analyse,  on  pourrait  toujours  en 
assigner  numériquement  la  valeur,  pour  chaque  système. 
des  valeurs  initiales  et  finales  des  quantités  x,  y,  y',  etc.,  en 
calculant  arithmétiquement  [320],  avec  une  approximation 
indéfinie,  l'intégrale 


/x 


après  qu'on  aurait  établi  entre  y  et  x,  pour  rendre  le  calcul 
arithmétique  possible,  une  relation  arbitraire  dont  la  forme 
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n'influerait  pas  sur  la  valeur  de  Tintégrale  ;  puisque,  par 
hypothèse,  l'équation  (g)  est  identiquement  vériliée. 

*400.  D'ailleurs,  en  vertu  de  cette  même  équation  (g), 
on  a  [375] 

£i  T,  ï^*^  . . .  P"~*^  désignant  des  fonctions  connues  de 
Xf  tfj  y\  xfy  etc.  Or,  rien  ne  s'oppose  maintenant  à  ce  qu'on 
remplace  la  caractéristique  J  par  rf,  en  écrivant 

dV  =  zdx  +  rrfy  +  \<'%'  +  Y^^'rfy''  -+-. .  .^  y<-  ')rfyî-').      (A) 

Par  conséquent  l'on  a,  pour  déterminer  F  en  fonction  de 
x,y,y'y..  .t/'"*"'^  considérées  comme  variables  indépen- 
dantes, une  équation  de  même  forme  que  celles  qui  ont  été 
traitées  au  commencement  de  ce  chapitre  :  et  comme  le 
même  procédé  d'intégration  s*y  applique,  il  en  résulte  que 
la  détermination  de  la  fonction  F  se  ramène  toujours  à  une 
suite  de  quadratures. 

A  la  vérité,  ceci  suppose  ;  l*que  les  facteurs  S,  T,  T^'*,  etc., 
ne  contiennent  pas  de  dérivées  de  y  supérieures  par  leur 
ordre  à  t/^*"*^  2"  que  l'équation  (ft)  satisfait  en  outre  aui 
conditions  d'intégrabilité  exprimées  par  les  équations 

dz,       dx       ds dr**i 

dy       dx'     dy'        dx 

Mais  remarquons  ijue,  si  toutes  ces  conditions  n'étaient  pas 
satisfaites,  il  y  aurait  contradiction  à  admettre  que  F  est 
fonction  des  seules  variables  x,y^y\...y^"'^\  considérées 
comme  indépendantes;  ce  qui  est  pourtant,  d'après  ce  qui 
précède,  une  conséquence  de  l'identité  [g).  Donc,  l'existence 
de  la  fonction  F,  dans  le  cas  de  l'identité  [g) ,  ayant  été  dé- 
montrée par  des  raisonnements  indépendants  de  la  forme 
de  l'équation  {h) ,  nous  pouvons  être  assurésque  cette  équa- 
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don  satisfait  aux  conditions  d'intégrabilité,  et  nous  en  pré- 
valoir pour  affirmer  que  la  fonction  F  est  toujours  suscep- 
tible de  s'exprimer  sous  forme  finie ,  par  une  suite  de 
quadratures. 

Lagrange  s*est  contenté  de  démontrer  que  la  fonction  F 
peut  toujours  s'obtenir  par  un  développement  en  série,  ce 
qu'on  regardait  comme  suffisant,  et  ce  qui  ne  satisferait  plus 
aujourd'hui  les  géomètres,  puisque  la  série  obtenue  peut, 
comme  celle  de  Taylor,  et  à  plus  forte  raison,  tomber  en 
défaut  ou  cesser  d'être  convergente.  Les  démonstrations 
plus  anciennes  ont  paru  à  ce  grand  géomètre  obscures  ou 
trop  compliquées  (')•  Le  raisonnement  qui  précède  suppose 
seulement  que  les  fonctions  S,  T,  ï^*^,  etc.,  n'éprouvent  pas 
de  solutions  de  continuité  du  premier  ordre. 

*401.  Prenons  pour  exemple  la  fonction 

v  =  Aa?,  y, y\yl  =3^/"  +  yy'  +  a:  : 

on  a 

d\  dW  dV 

dij      ^:  dy'     ^'  dy"       ' 

rfY^'>  _  dY^*>  _         d*Y^*>  _ 

"^"-^'     "rfT"^'       dx^  ~    ' 
par  conséquent  l'équation  {g)  est  satisfaite,  et  il  vient 
«Y  =  (xy"  +  yy'  '¥x)êx  +  {y  —  \){ây --  y' ex)  +  x{<.y'  —  y''êx), 

ou 

^ z=  (a? -h  y')  to  +  (y  — <)  ^y  +  xHy', 

ou  bien  enfin 

dF  =z  (a?  ■+-  yO  ^J?  +  (y  —  <l  rfy  +  x9y\ 

Ou  reconnaît  sans  difficulté  que  le  second  membre  de  cette 
^luation,  considéré  comme  fonction  différentielle  des  trois 
variables  indépendantes  x,  y,  y\  satisfait  aux  trois  condi^ 

0)  Utûmtur  U  calcul  des  fondions^  19*  leçon. 
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lions  d'intégrabililé  indiquées  au  n*  396  ;  et  Ton  en  conclut, 
par  les  fonnules  de  ce  numéro, 

F(x,  y,  y')  =  a?»  +  y«  —  îy  -+-  %y'x  +  const. 

On  peut  se  proposer  de  généraliser  ce  qui  précède,  en 
recherchant  les  conditions  d'intégrabilité  d'une  fonction 
qui  contiendrait  plusieurs  variables  indépendantes  avec  leurs 
différentielles  des  divers  ordres  ;  ou  bien  en  cherchant  les 
conditions  pour  qu'une  fonction  différentielle  de  Tordre  n 
ait  non-seulement  une  intégrale  de  l'ordre  immédiatement 
inférieur  n  —  1 ,  mais  encore  une  intégrale  de  Tordre  n — 2, 
ou  de  Tordre  n  —  3,  et  ainsi  de  suite.  De  semblables  ques- 
tions comportent  de  trop  rares  applications  pour  qu'il  y  ait 
lieu  de  s'y  arrêter  ici. 


CHAPITRE  X. 

DES  INTÉGRALES   DÉFINIES   PRISES  ENTRE  DES  LIMITES  SPÉCIALES. 
— DIVERS  EXEMPLES  DE  DÉTERMINATION  d'iNTÉGRALF^  DÉFINIES. 


402.  Lorsque  l'intégrale  indéfinie  ffxdx  ne  peut  pas 
s'exprimer  algébriquement  ou  par  les  fonctions  transcen- 
dantes dont  on  a  des  tables ,  l'intégrale  définie 

/*» 
fxdx  (I) 

^« 

ne  peut  en  général  être  calculée  qu'approximativement,  par 
les  séries  ou  par  le  procédé  de  sommation  arithmétique 
dont  il  a  été  question  plusieurs  fois  [320]  :  mais  dans  ce 
cas  même  il  arrive  souvent  que,  pour  certaines  valeurs 
spéciales  des  limites,  appropriées  à  la  forme  de  la  fonction 
f,  telles  que 

0,    dt  00,    dz  iy    dzîT,  etc., 

fe  valeur  de  l'intégrale  (1)  s'obtient  exactement  et  directe- 
ment, sans  qu'on  ait  à  passer  par  l'intégrale  indéfinie.  Il 
arrive  aussi  que  l'intégrale  prise  entre  ces  limites  spéciales, 
lors  même  qu'on  l'obtient  par  une  intégration  indéfinie, 
prend  une  expression  beaucoup  plus  simple,  ou  jouit  de  pro- 
piétés remarquables  qui  n'appartiennent  plus  à  la  même 
intégrale,  prise  entre  des  limites  quelconques.  On  pourrait 
attribuer  la  dénomination  éUntégrales  définies  spéciales  à 
celles  dont  on  vient  d'indiquer  sommairement  les  carac- 
tères distinctifs  :  le  calcul  et  la  théorie  de  ces  intégrales  for- 
ment maintenani  une  branche  très  importante  de  l'analyse. 
Pour  éclaircir  ce  sujet,  supposons  que  l'on  demande  la 
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valeur  de  Tintégrale  définie 


py 


0 

on  remarque  que  cette  valeur  est  évidemment  la  même  que 
celle  de  Tintégrale 


/ 


DOS*  o^Ax^ 
u 

puisque,  dans  Tintervalle  de  0  à  ^^  sin  x  et  ces  x  passent 
suivant  un  ordre  inverse  par  la  même  série  de  valeurs. 
Donc 

/»8in*ardar:=-   /    «(sin*»  +  cos*  a?)  djr  =  -   /   *<te=:-. 

A  la  vérité  on  obtiendrait  le  même  résultat,  sans  recourir 
à  la  considération  que  nous  venons  d^employer,  en  effec- 
tuant Tintégration  indéfinie,  qui  est  possible  dans  ce  cas,  et 

qui  donne 

/sin*a?dj?=4  x—  J-sin  îjj  +  ro/w/ 

Aussi  notre  but  a-t-il  été  seulement  de  montrer  comment 
des  rapports  convenables,  entre  les  limites  de  Tintégrale  et 
la  forme  de  la  fonction,  peuvent  conduire  à  Tévaluation  de 
certaines  intégrales  définies,  sans  qu'on  ait  besoin  de  passer 
par  les  intégrales  indéfinies. 
403.  Soit  encore  l'intégrale 


f    e  dxi 


si  nous  la  multiplions  par  une  autre  intégrale  de  mftme 
forme,  où  nous  écrirons  seulement  y  au  lieu  de  x,  le  produit 
des  deux  intégrales  simples  équivaudra  à  l'intégrale  double 

En  effet,  lorsque  les  limites  des  deux  intégrales  simples 
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ffwdx,    ftydyy 

ne  dépendent  point,  pour  la  première  de  y,  pour  la  seoonde 
de  X,  leur  produit  est  égal  à  la  somme  qu'on  obtient  en 
mnltipliant  chaque  élément  de  la  première  par  chaque  élé- 
ment de  la  seconde,  c'est-à-dire  à  l'intégrale  double 

fjfx.ty.dydx, 

pour  laquelle  les  limites,  par  rapport,  à  chaque  variable, 
sont  les  mêmes  que  celles  des  intégrales  simples. 

Posons  maintenant  y=zxty  t  désignant  une  nouvelle  va- 
riable, d'où  [357]  dy  =  xdt  :  les  limites  de  t  seront  encore 
0, 00,  et  rintégrale  (2)  deviendra 

/     r    e-^i^+nxdx.dt==lf    -fl-  =  l^. 
Donc 

et  par  conséquent 

f\    e-^'dx^'^y/i,  [a) 

résultat  d'une  grande  importance  et  d'une  application  fré- 
quente. L'artifice  de  calcul  qui  nous  a  donné  la  valeur  de 
l'intégrale  (a),  ne  réussit  que  parce  que  les  limites  sont  0 

eloo  :  entre  d'autres  limites  l'intégrale/  e^'^dz  constitue  une 

fonction  irréductible  aux  transcendantes  usuelles,  ou  une 
transcendante  qui  doit  avoir  sa  table  propre,  et  dont  on 
peut  obtenir  l'expression  en  série  [317]. 
404.  On  conclut  immédiatement  de  l'équation  (a) 

f       €  dx=^  V^i, 

et  en  remplaçant  x  par  x  \/l,  S  étant  une  quantité  positive, 

t-^dx  =  ^- . 
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Différëntions  i  fois  de  suite  les  deux  membres  de  Féquation 
par  rapport  à  d,  suivant  la  règle  du  n""  366^  et  faisons  ensuite 
9=1  :  il  vient 

-30  Z' 

On  a  d'ailleurs,  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives 
de  ij 

puisque  l'intégrale  est  composée  d'éléments  qui  se  détinii- 
sent  deux  à  deux. 

405.  On  doit  remarquer  Tartifice  de  calcul  qui  consiste  h 
tirer  de  la  valeur  connue  d'une  intégrale  définie,  celle  d'une 
autre  intégrale  définie  prise  entre  les  mêmes  limites;  et  que 
Ton  fait  dériver  de  la  première,  en  différentiant  ou  en  inté- 
grant celle-ci  sous  le  signe  y*  [366]  par  rapport  à  un  certain 
paramètre.  C'est  ainsi  qu'en  intégrant  par  rapport  à  m,  entre 
les  limites  jtx,  v,  les  deux  lermes  de  l'équation 

ri  < 

J  o  m 

on  trouve 

Au  contraire,  si  l'on  différentie  i  fois  de  suite,  par  rapport  à 
m,  l'équation 

■~~-^-^— —     .  ■    <  — 

il  viendra 


—  f 


*   rS.3   .   i     ,         4.3.5. ..(2i—4)r 

— — — ^— — —  ilx  "^ 
0    (rr*     «)«+<*  2»+i.m»VTO      ' 


r    '  "  .  \.dx= 

d'où 

^.^        dx        _j r3.5...(îi-4)  Tc 

Jo    (a?*  +  my+^        miY^m'      2.4.6.    .2*      'î"  ^^^ 

406.  Les  géomètres  ont  calculé  par  des  méthodes  trè^ 
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variées  les  valeurs  d'un  grand  nombre  d'intégrales  définies  : 
nous  donnerons  comme  exemples  les  formules  d'ime  dé- 
monstration plus  simple  et  d'im  usage  plus  fréquent ,  en 
commençant  par  les  cas  où  la  valeur  de  l'intégrale  définie 
se  tire  immédiatement  de  l'expression  trouvée  pour  l'inté- 
grale indéfinie. 
On  tire  de  la  formule  (fx)  du  n*  309 

JsiXL   xdx=^ — 1 ysm       awte, 

et,  de  la  formule  (y) , 

sinaîCos^""*rp  .  »  — ^ 


/sinaîCos''""*rp  ,  »  — ^   C     v— 
cos^a?(to=— 1 I  cos 


d'où 


fi  — 1 


n  ûn^  xdx  = nsivy-  •  •  a;(te , 


-4     " 


/* cos''  xdx  =  ^ /*coS^ "" *  xdx. 

Comme  les  mêmes  formules  de  réduction  s'appliquent  aux 
intégrales  qui  entrent  dans  les  seconds  membres,  on  a,  en 
désignant  par  2i  un  nombre  pair  quelconque, 

0  • 

et,  en  désignant  par  2i  +  *  ^^  nombre  impair  quelconque, 

y^rin^-*-^  xdx  =/^cos^-^^  ^tf^= 3.5!?! . '.(«V  ^y  ^""^ 

407.  Ck)mparons  les  deux  intégrales  définies  (c)  et  (fc); 

en  vertu  du  principe  établi  au  tf  31 6,  on  a 

41 


T.  U. 
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1k 

= =  sin  f ,  (rf) 


1C 


Pr 


sin*  xix  sin*  Ç 


l  étant  une  valeur  comprise  entre  0  et  5  ;  la  valeur  de  ce  rap- 
port  est  donc  moindre  que  Tunité.  D'autre  part,  ainsi  que 
nous  venons  de  le  démontrer,  on  a 

/^8in*^+^  x.âx=-^  /**  sin***-^  xix. 


et  par  suite 


J  *tàn^xdx  J  *sin^xdx 

0  f 

Ce  dernier  rapport  étant  plus  grand  que  Tunité,  il  en  résulte 
que  le  rapport  [d)  est  plus  grand  que  ^.^    ;  la  valeur  de  ce 

rapport«eA  donc  comprise  entre 

4 

>et  l'unité,  et  si  Ton  fait  croître  i  indéfiniment,  elle  tend  vers 
une  limite  égale  à  Tunité. 

On  en  conclut  que  le  rapport  des  deux  fractions  formant 
les  derniers  membres  des  équations  (6)  et  (c)  tend  indéfini- 
ment vers  Tunité ,  pour  des  valeurs  indéfiniment  croissantes 
de  t.  Donc 

TT      z.z.  4*4.  6«6*  9.8... 
î'^i.S.  3.5.  5.7.  7.9...' 

jCette  expression  du  nombre  tt,  en  produit  continu  d'une  in- 
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Enité  de  facteurs^  est  due  à  Wallis  :  on  la  retrouvé  de  di- 
verses manières. 

408.  Les  formules  (6)  du  n**  314  donnent,  a  étant  po- 
sitif, 

/"*  «-• '  sin  bxdx  =  -r— -n»  i  /  ^ 

Jo    '  a^  +  b^  [  {[) 

ye'"  cos  bxdx  = . 
•                           a'  +  ft" 

Si  l'on  intègre  C6S  équations  par  rapport  à  b  entre  les 
limites  b^  et  6,  il  vient 

y-«  _.  sin  fer? — sin  6o^  -             ^6  .      *• 

e     ^axTzdic  tang arc  tang— ^ 
t                   X                                a  a 

En  faisant  fr«=0  dans  cette  dernière  équation,  on  a 

/•"   -«sinto  .  ^       b 

e     007  =  arc  tang-. 
0             a?  a 

Cefle-d,  pour  a=0,  donne 

y^  sinto  ,  it  .  ^ 

On  doit  prendre  le  second  membre  de  Téquation  {g)  avec  le 
signe  +  ou  avec  le  signe  — ,  selon  que  la  constante  b  est 
positive  ou  négative.  D'ailleurs  la  valeur  numérique  de 
cette  constante  est  sans  influence  sur  la  valeur  de  l'intégrale 
définie  :  en  effet,  si  Ton  pose  bx  =  t^  les  limites  de  t  seront 
encore  0,  oo  ,  et  l'on  aura 


y»»  sin  bx      •»»  sin  t 


dt. 


409.  On  a  par  le  théorème  de  Cotes  [79] 
(1^8acos^+a*)0-2aco8^+a«)...(«-aaco8^^^7*^''+^') 
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ÉlevoDs  les  deux  membres  de  Téquation  à  la  pui3sance  -  et 
passons  aux  logarithmes  :  il  viendra 

2'^/-.log{<-2flcos?i^7r-|.a«)==log.(a'-H-4)^,    (/») 


0    n 


2*    Uj  indiquant  la  somme  des  valeurs  d'une  fonction  U,, 

pour  toutes  les  valeurs  entières  de  t,  de  0  à  n  —  1  inclu- 
sivement. 

Faisons  maintenant 

— - —  .ir=a?  : 
le  premier  membre  de  l'équation  {h)  deviendra 

2--log(«— 2acosa?+o»),  (A') 

et  le  signe  ^  indiquera  une  somme  prise  relativement  à 
la  variable  Xj  qui  croit  par  différences  constantes  et  égales 

à  -,  de  a;  :^r-  a  x= — r —  TT,  mclusivement. 

Si  Ton  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  n,  la  différence 
Ax  =  -  diminuera  de  plus  en  plus  ;  et,  à  la  limite,  la  somme 
(A')  deviendra  l'intégrale  définie 


J^  log  (4  —  2a  coso?  +  a*)  dw. 


D'un  autre  côté,  poiurdes  valeurs  de  n  indéfiniment  crois- 
santes, la  quantité 

tend  indéfiniment  vers  la  limite  1  ou  vers  la  limite  a'",  se- 
lon que  la  constante  a  est  <  ou  >  1  :  donc  on  a 


»      I 

I 
I 

I 
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'  <C^      f^  (0, 

poara|^<,/     log(4  —  Sacoso? +a')(îir=-{   '       ,  ., 

\^    J  ^  t  TT  log  (o*). 

La  valeor  de  cette  intégrale  définie  a  été  donnée  par  Poisson  ; 
mais  la  démonstration  précédente,  recommandable  par  sa 
simplicité,  est  de  M.  Delaunay. 

410.  On  peut  souvent  déterminer  une  intégrale  définie 
à  l'aide  d'une  relation  que  Ton  trouve  en  la  différenliant  par 
rapport  à  un  paramètre  qu'elle  contient.  Soit, 

C^     cos  waflP,    -- =  — y     e— •  «  sin  bx.xdx  : 

Fintégration  par  parties  donne 

e"^  •*  sin  bx^xdx  = ^r-r-sin  éo?  H -/*r-****cos  totto; 

d'où 

/"    e"^  **  sin  bx .  xdx  =  —  y     e"""*'*  cos  bxdx\ 

et  par  suite 

dv  b  du  1    .  -r 

--.=  —-—«;    ou    —=  —  --;. 6a^. 
d6  2a*    '  «  2a" 

Donc,  si  l'on  représente  par  &>,  la  valeur  de  &>  pour  6  =  0, 
on  a 

Mais,  d'autre  part, 


=  /  •    e"^***(îa?  = 


V 


K 


--.      '        --      îa 


comme  on  le  voit,  en  remplaçant  x  par  ax  dans  la  formulé 
(a),  a  étant  positif;  donc 

/""  e— •"  cos  érrcte  =  ^ .  r"  ÏS.  (*) 

/  •  2a 
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411.  L'intégrale  double 

a  ==y  *  /  "  îtf"^*'*  "^''^  cos  bxydy .  rfx 

devient  y  quand  on  effectue  d*abord  l'intégration  relative  à  y. 

Si  Ton  intégrait  d'abord  par  rapport  à  x,  on  aurait  par 
la  formule  (Ar),  * 


^J^y'-^ 


a  =  ï^ 


Maintenant  posons 

^ , ...  ^')"='-+»- 

les  limites  de  la  nouvelle  variable  t  correspondant  à  y  =  <x>  ^ 
yzizO,  seront  £=+00  ,  t= — <»,  et  il  viendra 

2  2    /-ooV^i»T«i' 

Or,  l'intégrale  qui  subsiste  dans  le  dernier  membre  de  l'équa- 
tion précédente  est  nulle  pour  6  >  0  ;  car,  d'une  part,  le  fac- 
teur qui  multiplie  c^^dt  sous  le  signe  /  est  numériquement 
<  1 ,  en  sorte  que  la  portion  de  ^intégrale  comprise  entre  les 
limites  0,  oo  ,  a  une  valeur  numérique,  finie,  <ï  i^îr  ;  et 
cela  posé,  puisque  tous  les  éléments  de  l'intégrale  changent 
de  signe  avec  /,  on  a 
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Donc,  pour  6  >  0, 

/»•  cos  bxdw     w      . 

On  doit  remarquer  cet  artifice  d'analyse  qui  consiste  à 
évaluer  une  intégrale  simple  par  la  comparaison  des  deux 
résultats  qu'on  obtient  en  intervertissant  dans  une  intégrale 
double  Tordre  des  intégrations. 

Si  Ton  remplace  dans  l'équation  (i)  x  par  m^;  et  i  par  —, 

onaura 

et  en  faisant  maintenant  m  =  0,  on  en  conclura,  pourvu 
que  b  ne  soit  pas  nul, 


coBbxdx  =  0. 


Sil'on  remidace  dans  Téquation  (i} â?  par -^  et  6  par  mb,  il 

viendra 

yym  COS  bxdX  ^_^  ic        ^^ 

d'où,  ai  difFérentiant  par  rapport  à  b, 

y»oo  a;8in  bxdx      ir 

Dans  le  cas  où  le  paramètre  b  serait  négatif,  la  même  ana- 
lyse conduirait  anx  formules 

y^costoite ff  /•*  a?  sin  bxdx        n. 


•  /l 


CHAPITRE  XI. 

DElS    INTÉGRALES    DÉFINIES ,    CONSIDÉRÉES    COBIME  FX)NCT10NS    DE 
PARAMÈTRES   VARIABLES.  —  FONCTIONS   EDLÉRIENNES. 


412.  On  peut  poser 


-«. 


et  la  fonction  F  ainsi  définie  constitue  une  transcendante  nou- 
velle si  l'intégrale  définie  qui  figure  au  premier  membre  de 
l'équation  ne  peut  pas  s'exprimer  algébriquement,  ou  par 
le  moyen  des  transcendantes  dont  on  a  déjà  des  tables,  soit 
pour  des  valeurs  quelconques  des  limites  a^j  a^,  soit  du 
moins  pour  les  valeurs  spéciales  attribuées  à  ces  limites. 
On  peut  toujours  calculer  numériquement,  avec  une  approxi- 
mation indéfinie  [320] ,  les  valeurs  de  Yx  pour  chaque 
valeur  de  x^  à  moins  que  la  fonction  /*(x,a)  ne  passe  par 
l'infini  dans  l'intervalle  des  limites  de  l'intégrale.  On  peut 
aussi  soumettre  la  fonction  Yx  à  la  diiférentiation  ou  à 
l'intégralion  par  rapport  à  x ,  en  différentiant  ou  en  inté- 
grant sous  le  signe/,  sans  qu'il  soit  besoin  d'effectuer  l'in- 
tégration relative  à  la  variable  auxiliaire  «. 

Les  transcendantes  dont  il  s'agit  ici,  supposées  irréduc- 
tibles, sont  d'un  ordre  plus  élevé  que  les  intégrales 


J^fxdx^ 


(«) 


supposées  pareillement  irréductibles.  En  effet,  le  caractère 
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essentiel  de  ces  dernières  trancendantes  est  d^avoir  pour 
dérivées  des  fonctions  fx  qui  s'expriment  algébriquement, 
ou  qui  sont  composées  des  transcendantes  élémentaires  dont 
on  a  des  tables ,  tandis  que  la  dérivée  F'x  a  une  expression 


f. 


«-, 


«o      dx 

de  même  nature  que  celle  de  la  fonction  dont  elle  dérive.  Si 
la  fonction  F'x  pouvait  s'exprimer  sans  le  secours  du  signe 
d'intégration  définie,  on  devrait  mettre  l'expression  de  Fx 
sous  la  forme 


et  alors  elle  sortirait  delà  catégorie  des  transcendantes  (1) 
pour  rentrer  dans  celle  des  transcendantes  (2) . 

Une  fonction  qui  dépend  de  plusieurs  quantités  peut  se 
ranger  parmi  des  transcendantes  de  diverses  catégories,  selon 
que  Ton  prend  pour  variables  telle  ou  telle  des  quantités  qui 
entrent  dans  sa  composition.  Par  exemple  les  fonctions  ellip- 
tiques de  première  et  de  seconde  espèce  appartiennent  à  la 
catégorie  des  intégrales  (2),  si  l'on  y  considère  le  module 
comme  constant  et  la  limite  supérieure  d'amplitude  comme 
Tanable  ;  et  elles  rentrent  au  contraire  dans  la  catégorie  des 
intégrales  (1),  si  Ton  y  considéré  les  limites  d'amplitude 
comme  toutes  deux  constantes ,  et  le  module  comme  une 
grandeur  susceptible  de  varier  sans  discontinuité  entre  les 
limites  0«  i  • 

413.  La  fonction  f  pourrait  passer  par  l'infini,  dans  l'in- 
tervalle des  limites  de  l'intégrale  ,  sans  que  la  fonction  Fx 
cessât  d'être  continue  ;  et  si,  pour  une  certaine  valeur  de 
a,  f(«,«)  passait  brusquement  d'une  valeur  finie  à  une  autre, 
la  fonction  Fx  n'éprouverait  pas,  en  général,  de  solution  de 
continuité.  Coci  est  une  conséquence  des  premières  notions 
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de  la  théorie  des  quadratures,  sur  laquelle  il  n'est  pas  né- 
cessaire d'insister. 

Réciproquement,  la  fonction  F  peut  éprouver  des  solutions 
de  continuité  pour  des  valeurs  de  x  qui  ne  rendent  pas  dis- 
continue la  fonction  /*.  Soit  par  exemple 

„        ynoo  sin  Qx  , 

FXzrf (fct, 

on  aura  pour  les  valeurs  positives  de  x  [408] ,  Fj:=57r,  et 
pour  les  valeurs  négatives  de  la  même  variable,  Fx= — {k. 
En  conséquence,  pour  a; =0,  la  fonction  Fx  passera  brus- 
quement de  la  valeur  {n  à  la  valeur  —  iir,  quoique  cette 

valeur  de  x  ne  rende  pas  discontinue  la  fonction .  De 

même,  si  l'on  posait 

„  y^«  a  sin  crx  _ 

on  aurait  [4H]  Fa; = Iwe""*,  ou  Fx  =  —  fTre*,  selon  que  la 
valeiff  de  x  serait  réputée  positive  ou  négative,  et  F'o:  éprou- 
verait le  même  changement  brusque  dans  sa  valeur. 
On  en  conclut  que  l'équation 

/»oo  sin  ax  ,  .^. 

0  (X      • 

a  pour  heu  géométrique  le  système  de  deux  droites  MN,  M^N' 
[fig.  91)  parallèles  à  Taxe  des  x,  qui  s'étendent  à  l'infini, 
l'une  du  côté  des  x  positifs,  l'autre  du  côté  des  x  négatifs, 
et  qui  s'arrêtent  brusquement  aux  points  où  elles  rencontrent 
l'axe  des  y.  Â  l'abscisse  0  correspond  d'ailleurs  la  valeur 
y  =  0,  c'est-à-dire  la  moyenne  des  ordonnées  OM==|ïr, 
OM'  =  —  ^TT.  On  reconnaît  l'analogie  de  ces  résultats  avec 
ceux  du  nM  13,  où  la  valeur  de  y  se  trouvait  exprimée  par 
une  série  infinie,  au  Ueu  qu'ici  elle  se  trouve  exprimée  sous 
forme  finie,  par  le  moyen  d'une  intégrale  définie. 
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Ceci  fait  comprendre  comment  les  intégrales  définies,  où 
la  variable  entre  comme  paramètre^  peuvent  être  propres 
à  représenter  des  fonctions  discontinues ,  et  comment  le 
progrès  naturel  de  l'analyse  doit  les  amener,  dans  le  traite- 
ment des  questions  qui  supposent^  comme  conditions  essen- 
tielle, la  discontinuité  de  certaines  fonctions.  L'emploi  des 
intégrales  définies  o&e  alors  cet  avantage  sur  celui  des 
séries,  qu'on  peut  aisément  faire  subir  aux  premières  les 
combinaisons  et  les  transformations  analytiques,  de  ma- 
nière à  reporter  à  la  fin  des  calculs  l'opération  de  quadrature 
arithmétique  dont  le  signe  d'intégration  définie  est  l'indice, 
ou  à  éluder  cette  opération,  quand  elle  n'est  pas  essentielle- 
ment inhérente  au  problème. 

41 4.  On  tirerait  de  l'équation  (3) ,  par  des  transformations 
convenables,  d'autres  formules  appropriées  à  d'autres  cas  de 
discontinuité.  Soit,  par  exemple,  la  fonction 

/^*o  Sin  a  COS  aX  , 

y=J.  — i — ^'=  (*> 

on  a 

sin  «  COS  aa?  =  I  [sin  (1  +a?)«  +sin(4— a?)a], 

d^où 

\  ^cosin(4 +a?)a  ,'    ,  \    (^  sin  (1— a?)  a, 
^  =  -J.   -. '*"  +  2J.    1 **'• 

Or,  d'après  ce  qui  a  été  prouvé^  l'intégrale 

•  sin(1  +a?)a 


/.■ 


dtf 


5»  réduit  à  jt:  pour  x>  —  1,  et  à  —  -yTr  pour  a;  < —  1  ;  de 
même  l'intégrale 

/*8in(1  —x)a^ 

0  « 

>e  réduit  à  ^tt  pour  ic  <  1  et  à  — {ti  pour  a;  >  1  :  il  en  résulte 
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que  la  valeur  de  y  est  ^  quand  x  est  compris  entre  -}-  ^  ^t 
—  1 ,  et  que  y  devient  nul  quand  la  valeur  de  x  tombe  hor? 
de  ces  limites.  Par  conséquent^  si  Ton  prend  0P= 0P'=  1 
{fig.  92),  PM  =  PM'  =  {7r,  le  lieu  de  l'équation  (4)  sera 
formé  de  la  portion  de  ligne  droite  MM'  parallèle  aux  Xj  et 
des  lignes  droites  PX,  P'X'limitées  aux  points  P,  P',  mais 
indéfinies  dans  Tautre  sens. 

415.  De  semblables  solutions  de  continuité  ont  lieu  pour 
des  intégrales  définies  qui  se  déduisent  d'intégrales  indéfi- 
nies dont  on  a  la  valeur  algébrique.  Considérons  notamment' 
la  fonction  de  x  exprimée  par 

/^^        sin  adz  . 

le  radical  devant  rester  positif  dans  toute  T  étendue  de  l'in- 
tégration :  on  a 

sin  ad^  4 

y  V—  2x  COS  a  4-  X* 

Aux  limites  «  =  0,  a  =  Tr,  le  radical  devient  \/(l  — a?)*, 
V  (T+Ip)"  ;  et  comme  il  doit  toujours  être  pris  positivement , 
nous  en  conclurons 

V/(i— x)"=Hh(4  —  X),  selon  que  a?  ^  < , 
\/(4  +x)^=^  ±  (*  +  a?),  selon  que  a?     —  <  ; 

fOUI  X>iy  y  — -y 

X 

2 

X 

En  conséquence,  le  lieu  de  Téquation  (5)  est  formé 
[fig.  93)  de  deux  arcs  MN,  M'N'  d'hyperboles  équilatères,  et 
d'une  portion  de  ligne  droite  MM',  parallèle  à  Taxe  des  x. 


1/4  —  2xC08a4-X*         X 


d'où 
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Dans  ce  cas,  les  solutions  de  continuité  que  la  fonction  y 
éprouve  pour  x  ==  1 ,  a?  = —  1  ^  ne  sont  que  du  second  ordre  : 
sa  dérivée 

,  _  /^«     sin  g  (ces  g  —  a;)     . 
^Jo  (4  — 2a? ces «  +  »•)! 

éprouve,  pour  les  mômes  valeurs  de  x,  des  solutions  de  con- 
tÔHÛté  de  premier  ordre,  en  passant  brusquement  de  la  va- 
leur — 2  à  la  valeur  0,  et  de  celle-ci  à  la  valeur  2 . 

Fonctions  eulériennes. 

416.  Dans  la  catégorie  des  fonctions  qui  nous  occupent 
rentrent  notamment  deux  espèces  remarquables  de  trans- 
cendantes auxquelles  Legendre  a  imposé  le  nom  d'intégrales 
eulériennes  j  en  mémoire  du  grand  géomètre  qui  en  a  étudié 
le  premier  les  propriétés,  et  dont  les  immenses  travaux  ont 
donné  tant  d'extension  à  toutes  les  branches  de  l'analyse. 
Les  transcendantes  eulériennes  de  première  espèce  sont 
données  par  l'intégrale 


qui  devient 


quand  on  pose 


/î 


et  nous  les  désignerons  par  le  symbole  {x\y).  Les  transcen- 
dantes eulériennes  de  seconde  espèce  sont  données  par 
rintégrale 


/■(-o' 
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qui  se  Iransfonne  en 

lorsqu'on  fait 

log  -  =  /S; 

a 

et  nous  les  désignerons,  d'après  Legendre,  par  le  symbole 
Tx.  Il  convient  de  considérer  en  premier  lieu  les  transcen- 
dantes eulériennes  de  seconde  espèce ,  qui  sont  les  plus 
simples,  puisqu'elles  ne  dépendent  que  d'une  seule  variable. 
417.  L'intégration  par  parties  donne 

d'où 

{x  étant  supposé  positif),  ou  bien 

r  (a?  +  l)  =  a?ra?;  (a) 

formule  qui  exprime  la  propriété  caractéristique  de  la  fonc- 
tion Tx ,  en  vertu  de  laquelle  cette  fonction  sera  connue 
pour  toutes  les  valeurs  positives  de  Xy  si  l'on  a  une  table  de 
ses  valeurs  entre  les  limites  x  =  0,  a?  =  1  ;  ou  plus  généra- 
lement entre  les  limites  x=t,  j;  =  t+l,  i  désignant  un 
nombre  entier  et  positif  quelconque.  Legendre  et  Gauss 
ont  en  effet  calculé,  pour  l'usage  des  géomètres,  d'après  des 
formules  d'approximation  qui  ne  peuvent  être  détaillées  ici, 
des  tables  de  la  fonction  Tx. 
On  a 

«t  de  la  comparaison  de  cette  formule  avec  la  précédente 
on  conclut 
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i  désignant  un  nombre  positif  entier. 
Les  produits  de  facteurs  équidifiTérents 

x{x+  h)  {X  +  2A)  (a?  +  3h). . ., 

ont  reçu  les  noms  de  factorielles  et  de  facultés  numéiiques, 
à  cause  de  leur  analogie  avec  les  puissances.  Par  un  chan- 
gement de  variables  on  les  ramène  très  aisément  à  dépendre 
des  factorielles  plus  simples 

qui  ont  un  rôle  si  important  dans  la  théorie  des  combinai- 
sons et  des  chances.  La  fonction  continue  Tx  se  confond 
avec  unefactorielle  de  cette  forme,  toutes  les  fois  que  x  passe 
par  une  valeur  positive  entière  ;  et  en  conséquence  la  table 
des  valeurs  de  la  fonction  Tx  peut  être  considérée  comme 
une  table  d'interpolation  entre  les  factorielles  [21]. 

Les  équations  (a),  {a^)  donnent  r(0) =00  :  ainsi  la  courbe 
y=iTxsL  pour  asymptote  Taxe  des  y.  A  partir  de  x=0, 
la  fonction  Tx  va  en  décroissant  jusqu'à  une  certaine  valeur 
de  X  que  l'on  trouve  égale  à  1,461 63...;  elle  croit  ensuite 
jusqu'à  a; = 2  ;  d'où  il  résulte  clairement  à  cause  de  Inéqua- 
tion (a)  j  que,  pour  les  valeurs  supérieures  de  x,  elle  doit 
croître  indéfiniment  et  rapidement  avec  cette  variable. 

Pour  les  valeurs  négatives  de  x,  la  fonction 

rx  =f^e-^f-'dS  (8) 

n'a  plus  de  valeurs  assignables,  et  l'équation  (a)  n'est  plus 
appUcable. 
418.  Changeons  dans  l'équation  (^)  ^  eh  ma  :  il  viendra 

Écrivons  dans  cette  dernière  formule  x-{'y  a^u  lieu  de  x^ 
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1  -f- 13  au  lieu  de  m  :  nous  aurons 

Multiplions  les  deux  membres  par  /3»-^rf/3,  et  intégrons  par 
rapport  à  jS  entre  les  limites  0,  oo  :  il  en  résultera 

Or,  on  a  par  la  formule  [b) 

OD 

♦/  0  a»' 

en  sorte  que  le  premier  membre  de  l'équation  (6)  denent, 
après  qu'on  a  effectué  l'intégration  par  rapport  à  /3- 

Donc  l'équation  (J3)  doime 

et  si  l'on  pose  x-^y  =  \,  Ton  aura 

ou  bien,  en  changeant  y  en  x,  et  en  remarquant  que  r  (1  ) 
se  réduit  à  l'unité, 

y.       *+?  ' 
OU  enfin,  d'après  une  formule  donnée  par  Euler, 

Par  cette  dernière  formule  on  calculera  la  table  des  valeurs 
de  la  fonction  Tx  entre  les  limites  a:  =zO,  a:=|,  quand  on 
aura  la  table  des  valeurs  de  la  même  fonction  entre  les 
limites  x  =  ^y  x=l. 


Ty .  r(4 


ra?.r(4— a?)  = 
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Vovf  x={j  la  fonnule  (c)  donne 

[r(4)]«=7r,   ou  ra)=v/i;;  (c) 

mais  on  a 

dfi 


«»=/.'-'??=»/.'-'■*• 


ce  qui  fournit  une  nouvelle  démonstration  de  la  formule  (a) 
du  n' 403. 

419.  D'après  la  défimtion  de  la  fonction  eulérienne  de 
première  espèce,  Téquation  (7)  peut  s'écrire 

{:€\y)  ='^—,.  (d) 

T{x  +  y) 

Cette  formule  fondamentale,  due  à  Euler,  et  dont  nous 
venons  de  reproduire  la  démonstration  donnée  par  Pois<* 
son,  ramène  au  calcul  de  la  fonction  Tx,  celui  de  la  table 
à  double  entrée  [116]  qui  donnerait  les  valeurs  de  la 
fonction  (x|i/),  pour  les  valeurs  positives  des  variables  x^y. 
On  en  conclut 

{x\y)  =  (y\x)  ; 

ce  qui  résulte  d'ailleurs  directement  de  ce  que  l'intégrale 
[a)  ne  change  pas  de  valeur  par  le  changement  de  a  en 

i—a. 

On  en  conclut  encore 

{x  +  z\jr).T{x+y  +  z):=T{x  +  z).Ty, 
{x\z).  t(x  +  z)  =  ra? .  vz, 

z  désignant  une  variable  positive,  aussi  bien  que  x  et  y  ;  et 
de  là  on  tire 

OU  bien,  en  raison  de  ce  que  le  second  membre  de  l'équa* 
tien  précédente  est  une  fonction  symétrique  des  variables 

T.  11.  12 
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(a:  +  z|7).(xU) =(y -f  al»).(/l«). 
De  la  combinaison  des  fonnules  (c)  et  (d),  il 


(4  -  ar|a?)  = - 


Faisons  dans  Tintégrale  («)  y  =  x^  «  =  j  (*  +  ^)  •'  ^^^ 
aurons 

et  si  l'on  remplace  maintenant  w  par  V^â,  il  viendra 

2      /o 

En  vertu  des  équations  (rf)  et  (C|),  cette  dernière  formule 
est  identique  avec  la  suivante 


gî»-»'    rar 


On  en  conclut,  pour  un  nombre  entier  i, 

d'où 

4.3.5.. .(8l-4)=j^r(i4|). 

420.  On  a  identiquement 

ou 

rintégrale  double  du  second  membre  g'étendant  à  toutes  les 
valeurs  positives  des  variables  $,  ti  qui  vérifient  l'inégalité 

«+n<4-  (8) 

Mais  l'intégrale  simple  qui  figure  au  premier  membre  de 
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l'équation  n'est  autre  chose  que  la  fonction  («j  |3  -f- 1  )  :  donc, 
en  vertu  de  la  formule  d'EuIer^  et  sous  la  -condition  exprimée 
par  l'inégalité  (8), 

Posons 

.    ^=(D' '=(!)•       • 

il  viendra,  en  conséquence  de  cette  formule, 

-^^  m     r(J  +  «  +  |S)' 

en  biea 

\        p       qj 

la  double  intégration  devant  s'étendre  à  toutes  les  valeurs 
positives  de  x,  y  qui  satisfont  à  l'inégalité 


©' + (0* 


<  I. 


Les  constantes  a,  p,  a,  6,  p^q  sont  supposées  positives* 

Si,  pour  fixer  les  idées,  et  aussi  pour  prendre,  le  cas  sus- 
ceptible de  l'appUcation  la  plus  fréquente^  on  fait/?  =  ç  =»  2; 
on  aura,  en  étendant  la  double  intégration  à  la  totalité  de 
Faire  limitée  sur  le  plan  xy  par  Tellipse 

et  en  quadruplant  pour  cette  raison  la  valeur  du  second 
membre  de  l'équation  (e), 


//a?"    jr      dxdy  znaif* 


r 


Q<^ 


180  LIVRE   V.    —:   CHAPITRE  XK 

Cette  fonnule  reproduit  Texpression  connue  de  Fadre  de 
l'ellipse,  lorsqu'on  preBd  «  =  |3=  1 . 

421.  Soit  maintenant  un  nombre  n  de  variables  Xjt/,z,  etc., 
et  désignons  par/^"^  une  intégrale  multiple  d'ordre  n  :  ad- 
mettons que  l'intégration  multiple  s'étende  à  toutes  les  va- 
leurs positives  de  x,y,Zj  etc.,  qui  satisfont  à  Tinégalité 

G)'-(f)'+Q'+-<" 


on  aura 


/(,)   a— 1  je—*  y— «        j    ^   j 
a?      y      *       ...  dx  dydz..» 

"  pqr...       rO  +  -+^+ï+...\ 


if) 


Cette  formule  bien  remarquable,  dans  laquelle  l'équation  (e) 
rentre  comme  cas  particulier,  a  été  donnée  par  M.  Dirichlet  ; 
et  l'artifice  ingénieux  de  calcul,  qui  lui  sert  à  ^'établir,  a 
l'avantage  de  s'appliquer  à  beaucoup  d'autres  intégrales  (')  ; 
cependant,  nous  préférerons  le  tour  de  démonstration  sui- 
vant, employé  par  M.  Liouville. 

D'abord,  au  moyen  d'un  changement  de  variables,  tel  que 
celui  qui  a  été  pratiqué  dans  le  tf  précédent,  on  remplace 
la  formule  (f)  qu'il  s'agit  de  démontrer,  par  la  formule  plus 
simple 

l'intégration  multiple  devant  s'étendre  à  toutes  les  valeurs 
positives  des  nouvelles  variables  Ç,  yî,  Ç,  etc.,  propres  à  vé- 
rifier l'inégalité 

Ç  +  «  +  Ç  +  etc.<4. 


(*)  Voyez  le  Journal  de  mathématiques  de  M.  Liouville,  t.  IV,  p.  464  et  925. 
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Substituons  pour  un  moment  à  cette  dernière  condition  la 
condition  plus  générale  exprimée  par  l'inégalité 

â  désignant  une  quantité  positive  quelconque  ;  et  posons  en 
premier  lieu 

il  s'agira  d'obtenir  la  valeur  de  l'intégrale  V. 
Soit 

Ç  =  p,      S9  =  fi(4 — »)  : 

les  limites  de  Tintégration,  relativement  aux  nouvelles  va- 
riables fi,  y  y  seront  respectivement  0,  6  ;  0,  1 ,  et  il  vien- 
dra [364] 

Posons  maintenant 
on  pourra  écrire 

Mais  l'intégrale  double 

a  pour  valeur,  d'après  ce  qui  précède, . 

r(/3  +  7Ko   ^  ^: 

donc 

Enfin  l'on  a,  toujours  d'après  le  calcul  précédent,  ep  remet- 
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tant  pour  fi^  sa  valeur,  et  en  désignant  par  ft,  une  nouvelle 
variable  9 

par  conséquent 

Si  Ton  f aii  présentement  6  =  1  ^  on  tombe  sur  la  formule  (f  ), 
restreinte  au  cas  de  trok  varxaUes  '^  et  eomme  l'analyse  dont 
on  a  fait  usage  s'étend  visiblement,  par  un  calcul  de  proche 
en  proche,  à  un  nombre  quelconque  de  variables,  il  en  ré- 
sulte que  la  formule  (f  ),  et  par  suite  la  formule  (/*),  se  trou- 
vent établies  dans  toute  leur  généralité. 

422.  RemplaeoBSt  daas  la  fon»ttle((),  x — i  par  n  et  a 
par  X  :  elle  deviendra    • 

/      0?^         rfx  =  -^;j;jj-.,  (fi) 

w 

te  qui  donne,  pour  le  cas  de  n  entier  positif, 

ainsi  qu'on  pourrait  le  déduire  de  l'équation  (a)  du  n""  313* 
en  y  changeant  a  en  — m^ 
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423 .  Désignons  par  y  une  fonction  périodique  dé  x^  de  la% 
forme 

y = Aj  sin  x+Â,  sinSo;  +  A,  sin3ir+ . .  .-HA,  sin  nx  :      (i) 

chaqiie  coefficioni  A|  étant  iâdépendaat  de  m^  ^t^éaesteAs 
par  fx  une  autre  fonction  de  x  qiiî  peut  être  mathématique 
ou  eo^jôrique,  eôntÎDue  ou  Sujette  à  des  sm^iobj»  de  gc^IS- 
nuité  d'un  ordre  quelconque  :  on  demande  de  déterminer  les 
n  coefficients  Ai,  de  telle  sorte  qu'on  ait  y^^fj^pom  les  n 
valeurs  portieiâièves  éqfàdMévmà^ 


X=: 


x^^ 


2ir 


3ir 


nn 


comprises  entre  x  =  0,  â;s=  tt.  En  d'autres  termes,  il  faut 
[21]  que  la  courbe  représentée  par  Téquation  (1)  ait  avec 
la  courbe  y  =  fxj  n  points  communs,  correspondant  aux 
abscisses  (2). 

Appelons  ^i,  y^y  t/s,  •  •  •  y»  les  ordonnées  de  ces  points 
communs  :  on  aiu*a  pour  déterminer  les  coefficients  A.  les  n 
équations 


yi  =  A,sm;— 7-7  +  A,sm — 7-7  +  ...  +  A,sin 


n  +  1 


n  +  4 


y,=A,sm— p-;+A,sm — 7-7  +. .  .  +  A«sm 


n  +  i 


n  +  1 


n+i  ' 


(3) 


y^=  A,  sm  — ---  +  A^siD  ^—7-7  +  •  •  •  +  A»sin 


n+t 


n  +  4 


n*/r 


n  +  1 
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Si  on  les  ajoute,  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par 

tir  ^   .        2ffr  ^    ,        nifc  ^.^ 

,sm;j^,     2sm;^,...«smj-p^.  (4) 

rinconnue  A»'  aura  pour  multiplicateur 

Ssm — — 7  •  sm — --7+2sm — --  .  sm — —-  +.. 
n+4  n+i  n+1  n+i 

,  ^   .       niir  «t'ir 

. . .  +  2  sm  — — —  •  sin     ■,  , , 
n+4  n+4 

c'est-à-Hlire  la  différence  des  deux  sommes 

(t'— 1>  2(t'— l)7r  n(t'— l)ic 

n  +  4  n+4  n  +  4 


£i4:+«.!£±^+...+o«>"Ji±       '** 

n+4  n  +  4  n  +  4 

Soit,  plus  généralemeut, 

cosu  +  ces (u  +  v)  +  C08(u  +  2») 1-  cos(u  +  m;)  =  S  : 

on  trouve,  par  un  calcul  dont  nous  omettons  les  détails» 

— cos(u— t;)  +  co&u-»-co8(tt  +  nt;)— cos[u  +  (n-|-4)t;] 

~  2(4— cost;)  ' 

et  pour  tt  =  0, 

4  r        cosnt;  —  cos(n  +  4)i;l 

^-2  M"*" T^^^^ J' 

Si  Ton  fait  maintenant 

(i'qp  i)n 
n  +  4   ' 
on  aura 

cos(n  +  4)t;=:±4,    cosnv=:dbcost;, 

selon  que  {i'  q=  i)n  sera  un  multiple  pair  ou  impair  de  r  : 
ainsi,  dans  Tun  et  dans  Tautre  cas  il  viendra 

cosnî;  =  cosr.cos(n  +  4)v,    S  =  |[4 -.-C05(n  +  4)v], 
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et  par  suite 

S,=  |[4-COS(»'-0ir],     S,=  ÎM— C0S(t'+t)4-ir].       (S') 

Tant  que  Tindice  V  est  différent  de  ij  les  nombres  i'  —  i, 
i'  -h  i  sont  pairs  ou  impairs  en  même  temps;  on  a 
Sj  —  S,  =0  ;  de  sorte  qu^à  l'exception  de  A.,  tous  les  coef- 
licents  A  disparaissent  de  la  soncune  des  équations  (3), 
multipliées  respectivement  par  les  facteurs  (4). 

Pour  i'  =  i,  on  a,  en  vertu  de  la  seconde  équation  (S'), 
S,  =  0,  la  première  équation  (S')  devient  illusoire  parce 
qu'on  ne  peut  pas  supposer  Tangle  v  nul  dans  la  valeur  de 
S  d'où  cette  équation  a  été  déduite  :  mais,  dans  ce  cas,  la 
première  équation  (S)  donne  directement  S,  =  it  +  1 . 

En  conséquence  de  toutes  ces  remarques  on  a  pour  déter- 
miner la  valeur  du  coefficient  A,  l'équation 

et  pour  résoudre  la  question  proposée  il  suffit  d'attribuer 
successivement  à  i  les  valeurs  1,  2,  S,..,  n. 

424.  Plus  le  nombre  n  est  grand,  plus  la  courbe  définie 
par  réquation  (1)  a  de  points  communs  avec  la  courbe 
y  =  fx,  dans  l'intervalle  des  abscisses  a:  =i  0«  x  =  n. 
Donc  à  la  limite  (n  =  oo  )  les  deux  courbes  coïncident  pour 
tous  les  points  compris  entre  ceux  qui  ont  pour  abscisses 
les  valeurs  précitées.  Or,  à  cette  limite ,  la  sonmoe  qui 
exprime  la  valeur  de  A,  se  change  en  mie  intégrale  définie  ; 
et  si  Ton  fait 


il  vient 


2      /•!« 

Ai  =  -  f    siniS/'îrfç, 
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et  par  conséquent 

/a;  œ:  -  .  2  .  sin  ix  /    sintïYfrff ,  (a> 

le  signe  2  indiquant  que  l'on  attribue  successivement  à  i 
toutes  les  valeurs  entières  positives ,  depuis  Tonité  îndosî- 
veni^:it  jusqu'à  Tinfini ,  et  qu'on  prend  la  somme  de  ions 
les  termes  ainsi  obtenus. 

La  démcoistration  que  nous  venons  de  donner  de  la  for- 
mule (a)^  appartint  à  Lagrange  :  elle  se  rattache  à  la  ihéo* 
rie  de  l'interpolation ,  oomme  celle  dont  nous  avons  fait 
usage  [98]  pour  établir  la  série  de  Taylar,  et  par  suite  eeUe 
de  Maclaurin  :  et  il  convenait  d'arriver  par  une  même  mé- 
thode à  ces  formules  capitales  pour  le  développemait  des 
fonctions  en  séries  ;  mais  il  reste  encore  à  prouver  que  la 
série  exprimée  par  le  second  membre  de  Féquation  (a)  est 
toujours  convergente^  quelle  que  soii  la  Sonctioii  f,  sujette 
ou  non  à  des  solutions  de  continuité ,  pourvu  seulement 
qu'elle  ne  devienne  pas  infinie  entre  les  limites  x=^  0, 
a;  =  TT.  La  méthode  que  nous  suivrons  pour  établir  en  toute 
rigueur^  et  sans  restrictions  inutiles,  cette  proposition  essen- 
tielle,  nous  fournira  en  même  temps  une  nouvelle  démoas- 
tration,  et  même,  à  certains  égards,  une  démonstrstion 
plus  directe  de  la  formule  (a). 

425.  Cherchons  la  hmite  vers  laquelle  converge  Tinlé- 
grale 

vsiûfu 

dût  y 


L 


(i   sm» 

quand  on  pcead  pour  i  im  nombre  positif  de  plus  en 
plus  grand.  A  cet  effet ,  remplaçons  i  par  - ,  e  désignant 
im  nombre  positif  qui  converge  indéfiniment  vers  zéro ,  et 
posons -=  9:  il  viendra 
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-: —  aoizzz/     -^ — .  sinedQ,  (^\ 

Il  smu         c/jt  sm«ô  ^  ' 


filais,  quand  o»  traite  e  comme  mt  nombre  infiniment 
petit,  le  facteur  ^j^  s'évanouit,  à  moins  que  sineô  ne  soit 
en  même  temps  infiniment  petit,  auquel  cas 


i 


sinsd      Q^ 

donc ,  à  la  limite ,  on  peut  remplacer  Tintégrale  proposée 
par 

V 

Or  on  a  [408] 


V     ,  U  V 

smd  ,        /*tsin&  .        /"êains 

—  de. 

c 


d5  — /    d$=/ 

o        •  t/o        Ô  */  I* 


Maintenant,  si  fx  et  v  sont  des  nombres  positifs,  et  si  e  est 
un  nombre  très-petit,  les  deux  intégrales  du  premier  mem- 
bre de  ré^iis^n  précédente  sont  rime  et  l'autre  à  très-peu 
près  égales  à  {it  :  donc  leur  différence ,  ou  l'intégrale  pro- 
posée (o)),  est  à  très^pen  près  noUe,.  et;  à  la  limite  (i  =  oo  ) 
elle  s'évanouit  rigoureusement. 

Par  la  même  raison ,  dans  le  cas  où  Ton  aurait  |x  =  0  <, 
V  conservant  d'ailleurs  une  valeur  positive  quelconque , 
(&))  prendrait»  à  la  limite,  la  valeur  •;  tt;  enfin ,  si  |x  dési- 
gnait un  nombre  négatif  et  v  un  nombre  positif,  l'intégrale 
(si)  convergerait  vers  la  limite  tt. 

En  conséquence ,  et  comme  on  suppose  que  la  fonction 
f  reste  finie  entre  les  limites  de  l'intégration,  il  arrive  que, 
pour  des  valeurs  positives  de  i,  de  plus  en  phis  grandes, 
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correspondant  à  des  valeurs  positives  de  e ,  de  plus  en  plus 
petites,  la  limite  vers  laquelle  converge  l'intégrale 


8m«  ^t  ^ 


est  zéro  si  les  nombres  fi,  v  sont  de  mêmes  signes  et  diffé- 
rents de  zéro.  Elle  devient  \  nf  (0)  si  le  nombre  fx  est  zéro  ; 
et  enfin  elle  prend  la  valeur  ir/*(0)  quand  les  nombres  fx,  v 
sont  affectés  de  signes  contraires. 

Dans  cette  dernière  hypothèse ,  si  la  fonction  fcù  con- 
vergeait vers  des  Kmites  distinctes  f^{0),  fjfi)  selon  que  w 
convergerait  vers  zéro  en  passant  par  des  valeurs  négatives 
ou  positives  ;  ou,  en  d'autres  termes,  si  la  fonction  /&)  passait 
brusquement  de  la  valeur  f^{0)  à  la  valeur  /i(0),  la  limite 
itf{(û)  se  trouverait  remplacée  par  ^  tt  (/^{O)  +  ^(0)]. 

Après  avoir  ainsi  déterminé,  dans  tous  les  cas,  la  valeur 
limite  de  l'intégrale  (H),  nous  passerons  au  théorème  en 
vue  duquel  nous  avons  cherché  cette  limite,  en  suivant, 
pour  cette  dernière  partie  de  la  démonstration,  une  marche 
indiquée  par  M.  Dirichlet  (') . 

426.  La  fonction 

&  =  -  rsinx/^'/'Çsinîdç  +  sin  Sa?/"V5sin3Çrf{ +... 

ou  la  sonune  des  i  premiers  termes  de  la  série  (a),  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

-/    /5d{[2sinarsinÇ-f-2sin2arsin2ÇH |-2sinta:sintç] 

_1  r  Y^.  r     ^  +  cos(«— Ç)  +  cos2(a:— Ç)  +...-|-cost(a?— î)-j 
^' o  '^     L— [4  +  cos(a?  +  Ç)  +  co8S(a?  +  Ç)4-...-f-cost(a:+{)J 

(*)  Journal  de  maihémaiiques  de  M.  CreHe,  tom.  IV,  p.  462. 
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D'après  les  formules  du  n°  423,  on  a 

1  -4-COS(xdb:Ç)  +  cos2(xifc:Ç)-f-. .  .-hcosi(ar±{) 
_  4  r  _^  C08 tjx  =fc: 0  —  cos  (i  -f '  4)  (ar  d=  g)"] 
~iL  ""  4  — cos(ar±:f)  J 

il         sini{ar=fcÇ)         J' 

en  sorte  que  la  somme  S<  devient 

J_^ir       sin(t-»-|)(g— g)  1    >-7r      sin(t-f-4)(g-f-{) 

îJo  '^"     siniCa:— ç)       '     S^^o  '         sini{x  +  f)     ^' 

Faisons  dans  la  première  intégrale  x  —  Ç  =  26),  et  dans  la 
seconde  a;  +  ?  =  2û),  d'où 

r^/  *— :t  Sin  fti 

""  5  /«    '  i***  "^  ^^  • — ^ï;; —  ^*'- 

3'y  2  sm» 

Nous  admettons  que  it  tombe  entre  0  et  n,  d'où  il  suit  que 
ies  deux  limites  de  la  seconde  intégrale  sont  positives ,  et 
que  la  limite  inférieure  de  la  première  est  négative.  Dès 
lors ,  en  vertu  du  lenune  qui  fait  l'objet  du  numéro  précé- 
dent, la  seconde  intégrale  est  nulle  pour  i  =  oo .  D'ailleurs, 
quand  on  fait  &)  =  0  dans  la  fonction  f{x  —  2(k)),  elle  se 
réduit  à  fx  :  donc  la  limite  vers  laquelle  converge  la  pre- 
mière intégrale  est  - .  ^fx.  Donc  le  second  membre  de  Té- 

quation  (a)  est  une  série  convergente  qui  a  pow  somme  fx, 
sous  la  seule  condition  que  la  variable  x  reste  comprise 
entre  0  et  tt,  et  que  la  fonction  fx  ne  devienne  point  infinie 
dans  cet  intervalle. 

Si  la  fonction  passait  brusquement,  pour  la  valeur  a, 
d'une  valeur  finie  à  une  autre,  la  valeur  de  la  série  (a) 
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serait  la  demi-somme  des  deux  valeurs  que  prend  alors 
la  fonction  f  [38]. 

n  faut  encore  assigner  les  valeurs  de  S,  pour  les  va- 
leurs extrêmes  de  x,  savoir  0  et  tt.  Or,  on  a,  pour  x  =  0, 

4    i-o  sin(Sf +  4)w  .       4   /lî.,^  .  8in(8*-hl)«, 

et  pour  a;  =  7r, 

4  ^î        ,  ,  sin(^H^4)^,      <  rVa      .  «ii(gi-H)» 

quantités  identiquement  nulles,  quel  que  soit  i. 

Ail.  Le  second  membre  de  Téquation  (a)  est  une  fonc- 
tion périodique  de  x,  tandis  que  rien  n'assujettit  fx  à  être 
ime  fonction  périodique.  En  conséquence,  lorsque  fx  ne 
s'évanouit  pas  pour  x  =  0  et  rc  =  ir,  la  courbe  qui  a  pour 
ordonnée 

yr=:- 2  .  siniJ?/     sinîÇ./'Jdf,  (5) 

est  formée  d'arcs  disjoints ,  alternativement  rq)ortés  de 
part  et  d'autre  de  l'axe  des  x  {fig.  94).  Pour  les  abscisses 
des  points  de  disjonction ,  l'équation  (5)  ne  donne  ni  Yvne 
ni  l'autre  des  deux  ordonnées  OM^,  OM^  égales  et  de 
signes  contraires ,  mais  la  demi-somme  de  ces  ordonnées, 
c'est-à-dire  0. 

428.  Exemples.  V  fx  =  {  x: 

4  ar  =  sinar  —  i  sinir  +  J  sin3a?—  ;  sinte  +  etc.,       (6) 

formule  déjà  trouvée  [113].  Comme  la  fonction  ^  x  est 
impaire  aussi  bien  que  sin  tx,  l'équation  (6)  subsiste,  non- 
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seulement  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et  tt, 
mais  encore  pour  celles  comprises  entre  —  tt  et  0. 
¥fx=zcosx: 

cosxzz-    (-+-)sin2a:H-(-+-jsin4ar4-f-  +  ^jsm 

3""  Supposons  enfin  que  fx  soit  égale  à  x  entre  les  limites 
0, 1 7r,  et  à  ff — X  entre  les  limites  {  w,  tt  ;  de  manière  à  re- 
présenter l'ordonnée  d'un  triangle  isocèle,  ayant  pour  base 
T^  et  pour  hauteur  ^  tt  :  on  aura 

y^*sint^/^?rfî=y''«int^5rfî+y^%inI^(1^— f)dï, 
et  la  formule  (5)  donnera 

4/1  1  1  \ 

y  =  -  (  shur— —  sin  3«  +  —  sin  Sa:  —  -^  sin  7x  +  etc.  ). 

429.  Si  l'on  savait  à  priori  qu'une  fonction  fx  peut 
être  exprimée ,  entre  les  limites  0,  ir,  par  une  série  con- 
vei^^te  de  la  forme  2.  A.  sin  ix^  il  suffirait  d'un  calcul 
bien  simple  pour  déterminer  les  coefficients  Â,.  En  effet  ^  de 
réquation  hypothétique 

/xss  A|  sinar  +  A,  sinSLr  -J +  Ai  sinir  +  etc., 

on  tire 

mit.fçdJi  =  Al  sini;  sinirfç  +  A,  sinî?  sinîjrfç  -♦-... 

...  -H  A,  sin*  lïrfï  +  etc.  ;  (7) 

et  puisque  cette  équation  subsiste,  par  hypothèse,  quelque 
valeur  que  prenne  I  entre  les  limites  0,  ir,  on  a,  en  intégrant 
entre  ces  mêmes  limites, 

f^  sint5YçdÇs=A,y"sintfsinÇrfç  +  A,/'''sinfÇsinîçrf5  +  ... 

. . .  +  A,  /     sin*  içd{  -)-  etc. 
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D'un  autre  côté 

/sintï  sint'çd?  =  l/cos(i  —  t')ïrf«  —  é/cos{t  +  t')?rf| 

sm(»— f)ç      8in(t  +  r)Ç  . 
~   2(1  — t')  «(t  +  t')    ^ 

expression  que  rend  nulle  le  choix  des  limites  0,  tt,  tant  que 
les  nombres  entiers  i,  i'  diffèrent  Tun  de  l'autre.  Pour  t=i\ 
il  vient  [402] 

sin*  tÇflfj  =  -  îT. 

En  conséquence ,  le  second  membre  de  l'équation  (7)  se 
réduit  au  terme  affecté  de  A..,  et  l'on  en  tire 

Ai  =  -/     sintÇ. /■{£/?, 

ainsi  que  nous  l'avons  trouvé  par  un  calcul  plus  compliqué. 
Mais^  selon  la  juste  remarque  de  Poisson ,  la  méthode 
donnée  en  dernier  lieu  repose  sur  une  hypothèse  qui  a 
besoin  d'être  démontrée,  et  qui  consiste  à  admettre  qu'une 
fonction  quelconque  peut  se  développer  en  série  conver- 
gente j  dont  les  termes  procèdent  suivant  les  sinus  des  mul- 
tiples entiers  de  la  variable. 

430.  Nous  pouvons  maintenant,  par  un  changement 
de  variables,  modifier  la  formule  (a),  de  manière  que  la 
formule  transformée  subsiste  pour  les  valeurs  de  la  va- 
riable comprises  entre  des  limites  quelconques,  au- 
tres que  0  et  TT.  Ainsi ,  en  remplaçant  x  par  par  —  et  Ç 

par  -^ ,  nous  aurons 

r.rnx\        2  .tira:'/»*.     tir{'      ./irÇ\    .^, 

Mais  rien  ne  s'oppose  à  ce  qu'on  supprime  les  accents 
des  variables  x',  $';  et  puisque  la  caractéristique  f  dé- 
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âgne  une  fonction  absolument  arbitraire ,  il  est  permis 
d'écrire fx  au  lieu  de/|— 1  :  en  conséquence,  il  vient 


/b?==-2.sm  — /    sm— ./^frfç;  (A) 

^  celte  dernière  formule  subsiste  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  0  et  a, 

S  nous  y  remplaçons  a  par  2i,  a;  par  x'-\-l^  i  par  |'-f/, 
elle  deviendra 

ou  plus  simplement ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  expliqué, 

cette  dernière  formule  subsistant  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  les  limites  — /,+/. 
On  peut  mettre  Féquation  (b)  sous  la  forme 

/a:=-Z.-sin— /    sm  — /"«df; 
ir      a         a  «y  0  a 

admettons  maintenant  que  a  devieime  infiniment  grand , 
et  posons 


tir  ^         j 

—  =  «•    -  =  aa  : 

a  a 


la  limite  vers  laquelle  converge  la  série ,  pour  des  valeurs 
de  a  de  plus  en  plus  grandes,  est 


/i=  -  I        I       sin oo? sin e{( . /SdÇe^a ; 


w 


de  sorte  que  la  valeur  de  fx^  entre  les  limites  0,  oo ,  se 
trouve  exprimée  par  une  intégrale  définie  double.  Cette 
expression  toutefois  deviendrait  illusoire  dans  le  cas  où, 
par  suite  de  la  nature  de  la  fonction  f,  l'intégrale  double , 

T.  II.  13 
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dont  les  limites  supérieures  sont  infinies ,   ne  conserverait 
pas  une  valeur  finie  et  déterminée  [324]. 

Prenons  fx=Z"  :  la  fonction  f  devient  infinie  à  la  li- 

w 

I 

mite  oj  =  0  ;  cependant  on  tire  de  la  fonnule  (d) 

434.  En  opérant  de  la  même  manière  que  nous  l'avons 
fait  dans  les  n~  qui  précèdent ,  on  démontrerait  qu'une 
fonction  quelconque,  assujettie  seulement  à  ne  pas  devenir 
infinie  entre  les  limites  0,  tt  de  la  variaLle  x ,  peut  se  dé- 
velopper entre  ces  limites  par  une  série  convergente,  pro- 
cédant suivant  les  cosinus  des  multiples  de  l'arc  x  ;  et  l'on 
établirait  la  formule 

fx  =  Ao+Ai  cos  X  +A«  cos  2a:  -f . . .  -f  A,cosix  +  etc., 
dont  les  coefficients  sont  donnés  par  les  équations 

Ao  =  -/"  Arf?,    A,  =  y     cos  If.  fidv, 

de  sorte  qu'on  peut  écrire 


^•o 


La  valeur  du  second  membre  de  cette  équation,  qui  est 
Tine  fonction  paire  et  périodique  de  x,  est  représentée  pai* 
l'ordonnée  d'une  ligne  symétrique  relativement  à  l'axe 
des  y  [fig.  95),  et  sans  points  de  rupture  correspondant  aux 
abscisses  a;  =  0 ,  x  =  tt  ;  en  sorte  que  la  formule  subsiste 
à  ces  limites,  sans  modification. 

De  cette  formule  on  tire  la  suivante 

qui  subsiste  entre  les  limites  0,  c,  et  à  ces  limites  mêmes. 
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Puis,  en  supposant  infinie  la  limite  supérieure  a,    on 
obtient 

fxzzz^f      f    cosocxcosaJ^.fid^dTr..  (a) 

En  suivant  la  même  analogie,  on  trouve  encore 

fonnule  qui  subsiste  entre  les  limites  — /,  +  /,  et  même  à 
ces  limites. 

432.  Pour  donner  quelques  applications  de  ces  dernières 
formules,  prenons  successivement 

fx={x,    fx  =  smx,    fx  =  \izz 

on  aura,  par  l'équation  (e),  entre  les  limites  0,  tt, 

^^=  ^ ir  —  H ^sa:  +  —  CCS  3a;  +  ~cos  &x+  etc.  ,    (8) 
S         ifcosSa;        cos4ar         cos6â:  n 

^™^=;  -;L-Tr  +  T5-  +Tr  +H'  ^'^ 

-J  ir  =  cos  ar  —  J  ces  3a?  +  î  CCS  6a:  —  i  cos  7x  +etc.       (10) 

n  sid&t  de  faire  jj  =  0  ou  a?  =  ir  dans  chacune  de  ces 
dernières  formules ,  pour  avoir  autant  de  développements 
curieux  du  nombre  transcendant  tt,  et  ces  développements 
peuvent  être  variés  à  l'infini. 

Multiplions  par  dx  les  deux  membres  de  la  'dernière 
équation  obtenue,  intégrons  entre  les  limites  0,  a;,  et  divi- 
sons par  ^  71  :  il  viendra 

4         S  4  4  4 

-x=  -  [sin a:  —  rr sin 3ar  +  —  sin  5ar  —  -^  sin7a?+  etc].  (44) 

La  série  (6)  étant  convergente,  celle-ci  Test  à  fortiori, 
et  ce  rapprochement  des  deux  formules  montre  qu'une 
même  fonction  peut  avoir  plusieurs  développements  con- 
vergents, procédant  suivant  les  sinus  des  arcs  multiples  : 
ce  qui  distingue  essentiellement  les  séries  dont  il  s'agit 
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dans  ce  chapitre,  des  développements  suivant  les  puis- 
sances de  la  variable,  qui  ne  peuvent  être  opérés  que 
d'une  seule  manière,  par  la  formule  de  Maclaurin.  Il  résulte 
aussi  de  cette  remarque  que  le  procédé  du  n*  429  ne  donne 
pas  tous  les  développements  que  la  fonction  est  susceptible 
de  recevoir  en  séries  procédant  suivant  les  sinus  ou  les 
coskius  des  arcs  multiples. 

433.  Si  Ton  ajoute  membre  à  membre  les  équations  (a) 
et  (e),  et  qu'on  prenne  la  moitié  de  la  somme,  il  viendra 

fx:=>-J     /^f  dS+-z[sin  ixj    sin  tf .  /?dç  +  cos  ixj     ces  ff .  fidi] 

«=  ^r  fm+  -  2.  /*"  cos  i(x — 0-  /"«rfÇ.  (i) 

Le  lieu  géométrique  de  l'équation 

est  formé  (fig.  96)  :  T  d'un  système  d'arcs  disjoints... 
M^N^,MN,M"N%...  2' des  portions  de  l'axe  des  abscisses, 
comprises  entre  les  ordonnées  des  points  où  ces  arcs  s'in- 
terrompent. On  en  conclut  que  la  formule  (i)  ne  subsiste 
aux  limites  0  et  tt  que  si  l'on  a  0  =  /(O)  =  [{n).  Dans  le 
cas  contraire,  la  série  donne  \  f{0)  pour  x  =  Oet{  f{'i:) 
pour  j:  =  TT. 

En  combinant  de  la  même  manière  les  formules  {b)  et  {f)y 
(d)  et  (g),  (c)  et  {h),  on  trouve 

f^'-^j  m+'^J  cos^ — v,.m,      (k) 


00       ^JOO 


fx  =  -  f      f     COSa  (X  —  Ç).  fidida, 


^* = ^ -Cl  f"^^'' -^h^'C  ^"^  —^' m-     (0 
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434.  Toutes  ces  formules  sont  encore  susceptibles  de 
nombreuses  tranformations  ;  nous  nous  bornerons  à  en 
indiquer  une. 

Soit  fx  une  fonction  qui  a  pour  valeur  (fx  y  de  zéro  à  a, 
et  pour  valeur  ^x,  de  zéro  à  —  a  :  d'après  la  formule  (A?), 
la  fonction 

5;/    fïrfç-h-i.y    cos  ^        \  ygrf; 

se  réduira  à  ^ a;  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et  a, 
.  et  à  zéro  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et  —  a. 
Pareillement  la  fonction 

4'  y-o        .4         /••         iiiix —  {) 

=  — /      ^Çrf{+-2.    /        COS-^ i.^frfÇ 

se  réduira  à  ^x  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0 
et — a,  et  à  zéro  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0 
et  a.  Donc  la  fonction 

a     L"^  o  a  ^  — a  a  J 

se  réduit  à  ^x  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  a 
et  0,  et  à  9^5  pour  celles  qui  tombent  entre  Q  et  a;  ce  qui 
revient  à  dire  que  la  formule 

4    r»«               4       •*•        tirte— I) 
fx^-f    /çi{  +  lz./    C08-1 î-^Arf|  (m) 

subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
—  0  et  +  o.  On  pourrait  changer  a  en  /,  et  l'on  aurait  une 
fonnule  distincte  de  Fécpiation  ({),  quoique  toutes  deux 
subsistent  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  mêmes 
limites. 
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435.  Par  un  procédé  semblable  à  celui  du  n*"  430,  on 
lire  de  Téquation  (m),  en  y  supposant  a  =  oo  , 

/a:  =  -  /"*  /**    cos  «(a?  —  ?)•  f^didz  ;  (n) 

et  cette  dernière  formule  subsiste  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  x,  puisque  Tintégration  relative  à  ^  s'effectue 
entre  les  limites  —  oo  ,  +  oo  .  On  l'appelle  la  formule  de 
Fourier,  du  nom  du  géomètre  célèbre  qui  en  a  enrichi 
l'analyse.  La  démonstration  de  cette  formule  résulte  de 
ce  qui  précède  ;  mais ,  à  cause  de  son  importance ,  nous 
en  donnerons  une  autre  démonstration  plus  simple  et  plus 
directe,  due  à  Deflers,  de  son  vivant  maître  de  conférences 
à  l'École  normale. 
Soit 

y=-f     f        COSa(aî  — f)./{rf{rfa; 

et  effectuons  d'abord  l'intégration  relative  à  a  entre  les 
limites  0 ,  a,  sauf  à  faire  a  =  oo  après  la  seconde  intégra- 
tion :  il  viendra 

4   /.«   sintt(x  — g)  4  /oo   sinz    ./        z\ 

ff-'— 00      a:— ç  ïT^  — oD    z       \        «y 

en  po$ant(  =  a; • 

Or,  quand  on  fait  a  =  oo  ^  on  a 

excepté  pour  les  valeurs  de  z  qui  sont  elles-mêmes  infinies, 
valeurs  auxquelles  on  peut  se  dispenser  d'avoir  égard , 

parce  que  le  facteur rend  infiniment  petite  la  portion 

correspondante  de  l'intégrale  :  on  a  donc  simplement 
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4   .    ^«o  sin  z  _ 
yrzz,"  fx  I        dzziifx, 

TT         J  —.00         Z 

Quand  la  fonction  f  est  telle  que  l'intégration  relative  à 
Ik  variable  I,  indiquée  dans  la  formule  (n)^  puisse  s^effec- 
laer,  cette  formule  détermine  les  valeurs  d'intégrales  défi- 
nies simples,  comme  celles  qui  ont  fait  l'c^bjet  des  deux 
derniers  chapitres.  Supposons,  par  exemple,  que  fx  doive 
se  réduire  à  e^,  entre  les  limites  0,  oo  :  on  a  [408] 

/'    -  ' 


cos  aÇ.e— W{  = 


et  en  conséquence  la  formule  (n)  donne,  pour  toutes  les 
valeurs  positives  de  x, 

e"'  =  -  /     — ^— 

ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  (j)  du  n""  41 1 . 

436.  Toutes  les  formules  données  dans  ce  chapitre  peu* 
vent  SQ  généraliser  et  s'étendre  aux  fonctions  d'un  nombre 
quelconque  de  variables.  Ainsi ,  en  écrivant  f[x^y)  au  lieu. 
de  /à;,  on  tire  de  la  formule  de  Fourier 

J  00  co 

f(x,y)  =2-  f  f      cos  «(x  —  {).  /(Ç,y)rf|rf«, 

ir-'  0       — « 

et  par  la  même  raison 

|9,  Y)  désignant  deux  nouvelles  variables  auxihaires  :  donc 

4  /•*  /'*  />*     /♦** 

([Xyy)-—!'    f    I        f     cos:^(a;— Ç).C09i3{y— »)./'(Ç,n)rfÇdr.rf:rfj9, 

formule  qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des 
variables  x,t/.  Si  les  limites  d'intégration ,  relatives  aux 
variables  $,  n,  sont  données  par  le  contour  d*une  courbe 
tracée  dans  le  plan  xy,  l'intégrale  quadruple  se  réduira 
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à  f  [Xj  y)  pour  les  points  qui  tombent  dans  rintérieur  de  la 
courbe,  et  à  zéro  pour  les  points  extérieurs.  De  même  l'in- 
tégrale sextuple 

pour  laquelle  les  limites  des  intégrations  relatives  aux 
variables  l,  ti^  K  sont  les  mêmes  que  celles  du  volume  d'un 
corps  donné  9  se  réduira  à  f{x,yjz)  pour  tous  les  points 
situés  dans  l'intérieur  du  corps ,  et  à  zéro  pour  tous  les 
points  extérieurs. 


■    an,         !>■< 
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INTEGRATION 


DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  A  UNE  SEULE  VARIABLE 

INDÉFENDANTE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DE  l'intégration   DES    ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES   A    DEUX 
VARUBLES   ET  DU    PREMIER   ORDRE. 

437.  On  peut  envisager  sous  deux  aspects  le  problème  de 
rintégration  des  équations  différentielles  entre  deux  varia- 
bles. Au  premier  point  de  vue,  il  s'agit  de  trouver,  entre  la 
variable  indépendante  et  la  fonction ,  une  équation  qui  sa- 
tisfasse de  la  manière  la  plus  générale  à  l'équation  différen- 
tielle proposée,  au  moyen  des  valeurs  qu'on  en  déduit  pour 
les  coefficients  différentiels  des  divers  ordres.  En  d'autres 
termes ,  il  s'agit  de  trouver  l'équation  la  plus  générale  des 
courbes  qui  jouissent  en  tous  leurs  points  de  la  propriété 
exprimée  par  Féquation  différentielle. 

Au  second  point  de  vue ,  le  problème  de  l'intégration 
consiste  à  déterminer  la  série  des  valeurs  numériques  par 
lesquelles  doit  passer  une  fonction  en  partant  d'une  valeur 
numérique  assignée,  quand  la  loi  des  variations  infinitési- 
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niales  de  la  fonction  est  exprimée  par  une  équation  différen- 
tielle donnée.  Nous  verrons  qu'il  se  présente  des  cas  où  le 
problème  de  l'intégration  des  équations  différentielles  ne  se 
résout  pas  de  la  même  manière,  selon  qu'on  l'envisage  sous 
l'un  ou  sous  Tautre  de  ces  aspects. 

On  a  indiqué  [liv.  III,  chap.  V]  les  liaisons  qui  subsistent 
entre  une  équation  différentielle  d'un  ordre  quelconque,  et 
les  intégrales  ou  les  équations  primitives  des  divers  ordres 
dont  on  peut  concevoir  que  la  proposée  dérive,  par  la 
différentiation  immédiate  ou  par  la  différentiation  combinée 
avec  l'élimination  des  constantes.  En  nous  appuyant  au 
besoin  sur  les  principes  posés  dans  le  chs^itre  cité ,  nous 
commencerons  par  examiner  les  cas  principaux  où  l'on  peut 
retrouver  l'intégrale  de  laquelle  dérive  une  équation  diffé- 
rentielle proposée.  Nous  étudierons  ensuite,  au  second 
point  de  vue,  la  théorie  des  équations  différentielles. 

J  4".  Séparation  des  variables. 

438.  La  forme  générale  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre  à  deux  variables  est 

F(x,»y)=0.  (i) 

Si  cette  équation  est  algébrique  et  du  premier  degré  par 
rapport  à  j/',  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

o[x,y)dx  +  ^{x,y)dy  —  0.  (2) 

L'équation  (2)  s'intègre  toujours,  ou  du  moins  l'intégration 
est  ramenée  à  de  simples  quadratures ,  lorsque  les  variables 
y  sont  séparées ,  c'est-à-dire  lorsque  cette  équation  est  mise 
sous  la  forme 

fxdx  +  fydy  =  0. 

L'intégrale  générale  est  alors 

ffxdx  -^/tydtf^  C, 
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C  désignant  une  constante  arbitraire,  ou 

/fxdx  +    I      iydy  =  0, 
*o  J  To 

en  passant  aux  intégrales  définies,  et  en  représentant  par  ij„ 
la  valeur  de  y  qui  correspond  à  l'abscisse  x^. 
Soit  proposée,  par  exemple ,  l'équation 

ydx  —  xdy  =  0  :  (a) 

on  la  mettra  sous  la  forme 

^  — —  =  0- 

y       X        ' 

el  les  variables  se  trouvant  séparées ,  on  aura  en  intégrant 
log  y  —  log  rc  =  C ,  d'oîi  Ton  tire  y  =  co? ,  en  désignant 
par  c  le  nombre  dont  le  logarithme  est  C. 

La  séparation  des  variables  s'opère  immédiatement,  toutes 
les  fois  que  l'équation  (1)  se  présente  sous  la  forme 

d\Ë 
y'zszfx.  {y,    d'où    y-  =  fxdx. 

439.  D'autres  fois  la  séparation  ne  s'opère  qu'au  moyen 
d'une  transformation  ou  d'un  changement  de  variables.  Si, 
par  exemple,  les  fonctions  y,  ^  qui  entrent  dans  l'équation 
(2)  sont  homogènes  et  du  même  degré  [122]  par  rapport  aux 
variables  a;,  y,  on  posera  y  =  xt,  d'oîi 

n  désignant  la  somme  des  exposants  de  j:  et  de  y  dans 
chaque  ierme  de  l'équation  proposée.  En  conséquence 
cette  équation,  après  la  suppression  du  facteur  â?%  de- 
viendra 

ft.dx-^li.ixdt  +  ^(te)  =  0, 
d^OÎi 

dx        It.dt  _ 

équation  oîi  les  variables  sont  séparées. 
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C'est  ainsi  que  l'équation 


xdy — yrfx  =  v/««  +  y^.dx 

devient 

dv        dt 

=  0; 


d'où ,  en  intégrant  par  logarithmes  et  en  repassant  ensuite 
des  logarithmes  aux  nombres , 


X  «• 


En  effet,  lorsqu'on  différentie  cette  dernière  équation  et 
qu'on  élimine  c  entre  l'équation  primitive  et  sa  différentielle 
inunédiate  [162],  on  retombe  sur  l'équation  différentielle 
proposée. 

11  arrive  en  certains  cas  que  l'on  peut,  par  un  changement 
de  variables  ou  de  coordonnées,  rendre  homogène  une 
équation  qui  ne  l'est  pas.  L'exemple  le  plus  simple  de  cette 
transformation  nous  est  fourni  par  l'équation 

(oa?  +  éy  +  c)dx  +  {fjfx  +  b'y  +  c')dy  =  0. 

Si  l'on  pose  x=S+^>!/=^  +  l3(ce  qui  revient  à  déplacer 
l'origine  des  coordonnées  x,  y,  sans  changer  la  direction 
des  axes),  et  si  l'on  dispose  des  constantes  arbitraires  a,  &, 
de  manière  à  satisfaire  aux  équations  de  condition 

l'équation  proposée  deviendra 

et  sera  rendue  homogène.  La  transformation  précédente  ne 
serait  plus  possible ,  si  l'on  avait  ab' —  6a'=  0,  ce  qui  ren- 
drait infinies  les  valeurs  de  a,  /8.  Mais  dans  ce  cas  Télimina- 
tion  de  b'  met  l'équation  proposée  sous  la  forme 
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a! 

(ax  •{■  ày)  (dx  + -- dy)  +  crfa:-f  c'(/y=0  ; 

%m 

«l  si  Fon  pose  ax -^  by  =zt,  on  obtient  une  équation  en 
I,  dl^  dxj  où  les  variables  se  séparent  sans  diiBculté,  comme 
dans  toutes  celles  où  l'une  des  variables  n'entre  que  par  sa 
diflérentielle. 

\  2.  Équation  linéaire  du  premier  ordre. 

440.  Une  transformation  très  simple  opère  aussi  la  sépa- 
ration des  variables  dans  l'équation 

y'  +  yfx  =  fa?,  (3) 

que  l'on  nomme  équation  linéaire  du  premier  ordre  y  parce 
quelle  ne  contient  ni  les  puissances^  ni  les  produits  de  la 
fonction  y  et  de  sa  dérivée  y'.  Soit 

y  =  0/,    dy  z=  Qdt  -1-  tdB, 

&  el  i  désignant  deux  fonctions  auxiliaires  et  inconnues  de 
X  :  la  proposée  deviendra 

edt+tdB-^  6t.  fxdx  z=  ixdx. 

On  peut  disposer  des  fonctions  indéterminées  £  et  6,  de 
manière  à  décomposer  cette  équation  dans  les  deux  sui- 
vantes 

edt^ztxdxy    dB-^e.fxdx^O. 

La  seconde  se  prête  à  la  séparation  des  variables  et  donne 

Après  qu'on  a  substitué  cette  valeur  dans  la  première ,  il 
vient 

d'où 

y=[ftxdx./f'^  +  CU--^^. 
Exemples.  1* 


•  « 
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il  vient 

ffxdx  =2 X,   ftxdx.e   =  — /e  xdx  =  ({ — x)e^  +  G; 

on  a  y'  +  y  =  — a:': 

jfxdxzizx,    /fa?rfa:.e*=— e*[x^— 3a:^  +  6(ar  — 4)]  +  C, 

y=  — [x^  — ar^  +  6(z— 1)]  +  Ce"~'.  (4) 

30  y'+-  =  — ar: 

dans  ce  cas  les  exponentielles  disparaissent,  puisqu'on  a 

d'où  l'on  tire  sans  difficulté 


4 


On  intègre  de  même  l'équation 

/      y     y  -^y  fx=:tx', 

car,  pour  la  ramener  à  la  forme  de  l'équation  (3) ,  il  suffit 
de  poser  ^"=ti. 

Enfin,  si  la  proposée  était 

y'  +  yfx  =  ytx,  (^) 

on   la   ramènerait   encore   à   la  forme   (3),    en  posant 

j/""*  =  -.  L'équation  (5)  est  connue  sous  le  nom  d'éqtmtim 

de  Bemoulli. 

441.  Lorsqu'on  intègre  une  équation  différentielle  en 
conmiençant  par  séparer  les  variables ,  l'intégrale  peut  se 
présenter  sous  une  forme  mal  à  propos  compliquée  :  elle 
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peut  affecter  une  forme  transcendante ,  quoique  T équation 
pr(^sée  comporte  une  intégrale  algébrique.  C'est  ce  qu'on 
a  vu  [438]  sur  l'équation  très  simple  ydx—xdy=:0,  dont 
rinlégration ,  par  la  séparation  des  variables  ,  amène  le 
signe  transcendant  hg^  qu'oQ  peut  ensuite  faire  disparaître, 
en  se  prévalant  des  propriétés  de  la  fonction  logarithmique. 
Preneas  encore  pour  exemple  l'équation 

si  Foû  sépare  les  variables  elle  deviendra 

dx  dy 

et  préparée  ainsi  elle  conduira  à  l'intégrale  de  forme  trans- 
cendante 

arcsind»  +dJosïny=k,  (7) 

où  A  désigne  la  constante  arbitraire.  Mais,  en  intégrant  par 
parties  chaque  terme  de  Féquation  (6),  et  en  désignant 
par  /x  une  autre  constante  arbitraire,  on  aura 

Les  deux  termes  de  cette  équation  qui  sont  affectés  du  signe/ 
penvent  se  grouper  en  un  seul 

pourvu  que  Ton  regarde  y  comme  une  fonction  implicite 
de  «,  déterminée  par  l'équation  (6).  Or,  en  vertu  de  cette 
même  équation  (6),  le  facteur  qui  multiplie  xy  sous  le 
signe  /  est  constamment  nul  :  donc  la  proposée  a  pour  in- 
tégrale algébrique 

xy/TZ^^  +  yv/ïr^=  P,  (8) 

ou,  par  l'évanouissement  des  signes  radicaux , 
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La  valeur  de  la  constante  fx  dans  Téquation  (8)  est  celle 
de  la  variable  y  quand  x  est  nul  :  si  l'on  fait  à  la  fois  x=:0, 
j/= (X  dans  réquation  (7),  elle  deviendra 

arc  sin  ^L^zk^ 
ce  qui  ramène  cette  équation  à  la  forme 

arc  sin  a:  +  arc  sin  y  =  arc  sin  /*.  (9) 

Il  faut  que  les  deux  équations  (8)  et  (9),  qui  sont  Tune 
et  l'autre  des  intégrales  complètes  de  la  proposée,  la  pre- 
mière sous  forme  aJgébrique,  la  seconde  sous  forme  trans- 
cendante, rentrent  Vune  dans  l'autre  ;  et  en  effet,  Tidentilé 
de  ces  deux  équations  résulte  de  la  formule 

sin  a  cos  6  +  sin  6  cos  a  =:  sin  (a  -h  b). 

Si  cette  relation  n'était  pas  donnée  par  la  trigonométrie 
élémentaire,  elle  résulterait  du  rapprochement  des  formules 
(8)  et  (9)  ;  et  l'on  constaterait  ainsi  une  propriété  fonda- 
mentale de  la  fonction  transcendante  arc  sin  a; ,  ou  de  l'in- 
tégrale définie 

r  _ 

*  C*est  en  procédant  d'une  manière  absolument  semblable 
que  M.  Despeyrous  a  établi  très  simplement ,  dans  les 
Mémoires  de  V Académie  de  Dijon  pour  1849,  les  formules 
pour  l'addition  des  fonctions  elliptiques,  déjà  démontrées 
au  chapitre  IV  du  livre  précédent.  Considérons  en  effet 

l'équation 

dx  dy 

-  +  —       ^  =  0, 

laquelle  admet  l'intégrale  de  forme  transcendante 

m  +  F(^)  =  A, 

où  F  désigne  la  caractéristique  de  la  fonction  elliptique  de 
première  espèce ,  9  et  ^  les  arcs  qui  ont  respectivement 


X    dx 
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pour  sinus  x  et  y.  Si  Ton  met  cette  même  équation  sous 
la  forme 

(le  choix  du  dénominateur  commun  tenant  à  des  considé- 
rations qui  seront  indiquées  dans  le  paragraphe  qui  va 
suivre),  chaque  terme  pourra  s'intégrer  par  parties  comme 
dans  le  cas  précédent  ;  et  ce  qui  restera  sous  le  signe/s'an- 
nulant  en  vertu  de  l'équation  différentielle  elle-même,  on 
obtiendra  l'intégrale  algébrique 

1— c«j:V  i—c^xY  ^' 


On  ferait  le  même  raisonnement  que  tout  à  l'heure  pour 
prouver  que  la  constante  p  de  l'intégrale  algébrique  et  la 
constante  k  de  l'intégrale  transcendante  sont  liées  par  la 
relation 

Dès  lors,  il  n'y  a  plus  qu^à  revenir  à  la  notation  de  Jacobi , 
pour  tirer,  de  Tintégrale  algébrique  que  l'on  vient  d'écrire, 
la  formule  (a')  du  n' 331. 

$  3.  Du  facteur  propre  à  rendre  Téquation  intégrable . 

442.  Quand  le  premier  membre  de  l'équation  (2)  est 
une  différentielle  exacte  d.i:  {Xj  y) ,  on  trouve  cette  fonc- 
tion TT  par  le  calcul  indiqué  [394],  et  l'intégrale  se  présente 
sous  la  forme  7r(x,  j^)=c,  c  désignant  une  constante  arbi- 
traire. Réciproquement ,  après  qu'on  aura  obtenu ,  par  un 
moyen  quelconque,  l'intégrale  de  l'équation  (2),  concevons 
qu'on  la  mette  sous  la  forme  tt  (a;,  y)=r.  c,  en  résolvant  l'é- 
quation obtenue  par  rapport  à  la  constante  arbitraire  que 
Imlégration  a  introduite  :  la  différentiation  donnera 

T.  II.  U 
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—  dx  +  —dy  =  0, 
dx  dy 

équation  dcmt  le  premier  membre  est  nécessairement  mie 
différentielle  exacte ,  et  qui  doit  subsister  en  même  temps 
que  l'équation  (2).  On  aura  donc 

di:  dit 

dx  dy    

» 

fil  désignant  en  général  une  fonction  de  x  et  de  y.  Par  consé- 
quent, si  Ton  multiplie  le  premier  membre  de  l'équation  (2) 
par  le  facteur  fx,  ce  premier  membre  deviendra  identique 
avec  la  différentielle  totale  (fr,  et  satisfera  à  la  condition 

d'intégrabUité. 

Ainsi  le  premier  membre  de  l'équation  (a)  ne  satisfait  pas 
à  la  condition  d'intégrabilité;  mais  comme  on  a  trouvé  [438] 
pour  rintégrale  de  cette  équation 

^  =  c,    d'où       •'      •  —  =0, 

X  X* 

on  voit  que  le  facteur—  est  celui  qui  rend  le  premier 

membre  de  la  proposée  une  différentielle  exacte. 
De  même  l'intégrale  de  l'équation 

(//+  \/?+y')  dx  —  xdy  =  0 
pouvant  [439]  être  mise  sous  la  forme 

—  !/ +  \/ **+î/*  =  <?^  d'où    7F=F=i —  ^' 

il  en  résulte  que  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  la 
proposée  pour  en  rendre  le  premier  membre  une  différen- 
tielle exacte,  est 

^ y  — V^iHy. 


V  «'+v'-(y + V  »'+i^')         ^  1^*'+!^' 
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443.  Il  est  à  remarquer  que,  quand  on  connaît  uno 
valeur  du  facteur  fx,  on  peut  en  déduire  une  infinité  d'au- 
tres :  car,  puisque 

OQ  a 

i^{^M^,y)d^  +  i{^^y)dy] = f(ir)rfx,  (  i  o) 

f  (tt)  désignant  une  fonction  quelconque  de  la  quantité  r 
dont  on  connaît  la  composition  en  ^r,  y .  Or  l'expression  f  {i:)d7: 
est  essentiellement  une  différentielle  exacte,  et  la  déter- 
mination de  la  fonction  dont  elle  dérive  résulte  d'une 
simple  quadrature  :  donc  le  premier  membre  de  l'équation 
(10)  est  aussi  une  différentielle  exacte.  En  d'autres  termes, 
le  facteur  fx  f  (tt),  où  les  fonctions  p,  tt  sont  connues,  et  où 
la  fonction  f  peut  être  particularisée  d'une  infinité  de  ma- 
nières ,  jouit  comme  le  facteur  /x  de  la  propriété  de  rendre 
le  premier  membre  de  Téquation  (2)  une  différentielle 

exacte. 

Prenons  pour  exemple  l'équation  (a),  et  supposons  sim-' 
plement  f  (tt)  =  tt.  On  a  dans  ce  cas 

f*  =  — ,      TT  =  -,      d'où  f'f  (ir)=  --. 

x"  X  x^ 

Ce  dernier  facteur  rendra  donc  le  premier  membre  de 
l'équation  proposée  ime  différentielle  exacte;  et  en  cflct 
Ton  a 

444.  Pour  déterminer  à  priori  le  facteur  fx,  il  faudrait 
'  satisfaire  à  l' équation 

dy  dx      ' 

ou 

^dy      ^dx^^Uy      dx] 
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mais  rintégration  de  cette  équation  qui  est  aux  diiférences 
partielles  par  rapport  à  la  fonction  fx  des  deux  variables 
x^y^  suppose  en  général,  comme  on  le  verra  par  la  suite , 
rintégration  préalable  de  l'équation  (2).  Ce  n*est  que  dans 
des  cas  très  particuliers  que  Ton  peut  assigner  le  facteur  ft 
et  par  suite  ramener  l'intégration  de  la  proposée  aux  qua- 
dratures. 

Si,  par  exemple,  le  facteur  /x  ne  devait  renfermer  que  la 
vnrîahle  x,  l'équation  précédente  se  réduirait  à 

Il  dx      yjf  \dy      dxr 

et  en  vertu  de  l'hypothèse,  il  faudrait  que  le  second  membre 
de  cette  dernière  équation  se  réduisit  à  une  fonction  fx 
de  la  seule  variable  x.  On  aurait  donc  fxrzze-/" /****.  D'ail- 
leurs on  ne  restreindra  pas  la  généralité  de  l'hypothèse  en 
posant  <{^  =  1 9  puisqu'on  peut  toujours  admettre  que  Té- 
quation  (2)  a  été  divisée  par  le  coefficient  de  dy;  et  dès 

lors ,  il  faudra  que  le  coefficient  -^  soit  indépendant  de  y» 

ou  qu'on  ait 

y{x,y)  =  yfx  +  ix  ; 

c'est-à-dire  que  ce  cas  est  celui  où  la  proposée  se  pré- 
sente sous  la  forme  d'une  équation  linéaire  du  premier 
ordre. 

445.  Quand  l'équation  (2)  est  homogène,   elle  peut 
s'écrire 

^/•0rf^-fx-f(^)rfy=O;  (II) 

et  l'on  a  vu  [439]  qu'elle  se  change  en 

dx  \x]   '  X 
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équation  où  les  variables  sont  séparées,  et  qui  est  par  con- 
séquent une  différentielle  exacte.  Le  facteur  par  lequel  il  a 
fallu  multiplier  (H  )  pour  obtenir  (12)  est 

4  « 


^== 


^^4 1 ^la I  , .  ci^M    ^(*»y)  +  yH^^y) 


H)  +1  ■'  ©] 

La  condition  d'intégrabilité  appliquée  à  la  fonction 

qui  doit  être  une  différentielle  exacte  quand  les  fonctions 
f ,  ^  sont  homogènes  et  du  même  degré,  donne 

d.^{x,y)        d.f{x,y)       J-^x.y)      ^  rf.*(a?,y) 

'  -dT-^y  -dT  ^  ''~rfx~+^  -dT 


y(^>y)  .  *(a^>y) 

Donc  chaque  membre  de  cette  dernière  équation  a  une  va- 
leur indépendante  de  la  forme  des  fonctions  <p,  4^,  et  si  Ton 
preDd^(ap,y)=x%  il  vient,  conformément  au  théorème 
des  fonctions  homogènes  [122], 

%  i.  Des  équations  supérieures  du  premier  ordre. 

446.  Si  réquation  (1)  renferme  la  dérivée  y'  âevée  au 
carré  ou  à  des  puissances  supérieures ,  on  en  tirera  par  la 
résolution  algébrique  d'autres  équations 

y' -  f ,(x,y)  =  0,    »'  — f,(x,y)  =  0,etc., 

en  nombre  égal  à  celui  qui  indique  le  degré  de  la  proposée 
par  rapport  à  y'.  On  les  intégrera  séparément^  si  c*est 
possible  :  et  chaque  intégrale,  complétée  par  une  constante 
arbitraire ,  satisfera  à  la  proposée.  Le  produit  de  toutes  ces 
intégrales  satisfera  donc  de  la  manière  la  plus  générale  à 
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réquation  différentielle  proposée  ;  ou ,  en  d^autres  termes^ 
ce  produit  en  sera  l'intégrale  générale.  On  pourrait  désigner 
les  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  chaque  facteur 
par  des  lettres  différentes  ;  mais  on  ne  restreindra  pas  la 
généralité  de  Fintégrale  en  désignant  toutes  ces  constantes 
arbitraires  par  la  même  lettre;  puisque,  si  l'on  attribue  à 
cette  lettre  unique  toutes  les  valeurs  numériques  possibles , 
on  obtiendra  évidemment  toutes  les  intégrales  particulières 
que  chaque  facteur  de  l'intégrale  générale  est  susceptible 
de  fournir. 

Par  exemple,  la  résolution  de  Téquation 

î/"  —  ax  =  0 
donne 

i/  —  \/7x  =  0y    2^  +  ^2  =  0, 
équations  qui  ont  pour  intégrales 

En  faisant  le  produit  on  a,  pour  l'intégrale  générale  de 
la  proposée, 

et  l'on  n'en  diminuera  pas  la  généralité  si  l'on  pose  Ci=  c, 
ce  qui  donne  au  produit  la  forme  rationnelle 

447.  Il  y  a  possibilité  dans  certains  cas  d'éluder  la  réso- 
lution de  l'équation  proposée  par  rapport  à  y'.  Si,  par  exem- 
ple, la  variable  y  n'y  entre  pas ,  et  qu'elle  soit  réductible  à 
la  forme  x  =  /j/',  on  aura,  en  appliquant  à  la  fonction 
dy=;;=y'dx  la  règle  de  l'intégration  par  parties, 

y  =  y'x  -/xrfy'  +  C  =  y'/y'  -  ffy'dy'-^C, 

Lorsque  la  quadraturc  indiquée  dans  le  dernier  membre 
de  cette  équation  pourra  s'effectuer  algébriquement,  il 
n'y  aura  plus  qu'à  éliminer  y'  entre  cette  équation  et  la 
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proposée  pour  obtenir  l'intégrale  complétée  par  la  con- 
stante arbitraire  C.  On  traiterait  d'une  manière  semblable 

l'équation  y  =fy',  après  avoir  posé  y'  =  ^ ,  c'est-à-dire 

après  avoir  pris  y  pour  variable  indépendante. 
448.  Quand  la  proposée  sera  de  la  forme  y =/'(«,v').  o» 

eutirera  ,.      dM/ 

y    ^^*  «vi^  "4—  «w^— •  ,  ■  I  'I   • 
"^  dx      dx'  dx 

Cette  dernière  équation  est  du  premier  ordre  par  rapport 
aux  variables  x,y'  :  en  admettant  qu'eUe  tombe  dansl» 
catégorie  de  celles  qu'on  sait  intégrer,  il  suffira  d'élimmer 
y'  entre  l'intégrale  obtenue  et  la  proposée ,  pour  avoir 
l'intégrale  même  de  la  proposée. 
Par  exemple,  si  celle-ci  est  de  la  forme 

y  =  xfif'  4-  -f  ?'• 
on  aura  ,  ,  ,,  , 

et  par  suite  [440] 

On  doit  remarquer  en  particulier  l'équation 

d'où  l'on  tire  par  la  différentiation 

0=(fy'  +  x)^.  ('*) 

On  satisfait  à  l' équation  (  1 4)  en  posant 

^  =  0,    d'où    y'=c, 

dx 

et  la  substitution  de  cette  valeur  de  y'  dans  l'équation  (13) 
donne  pour  intégrale  générale 
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y=rcx+^C,  (15) 

équation  d'une  ligne  droite  qui  se  déplace  sur  le  plan  xy 
quand  on  fait  yarier  la  constante  arbitraire  c. 
On  satisfait  encore  à  Téquation  (14)  en  posant 

fy'4.ar  =  0;  (16) 

et  si  l'on  élimine  y'  entre  les  équations  (13)  et  (16)^  on  a 
une  équation  en  x^y^  qui  satisfait  à  Téquation  (13) ,  mais 
qui  n'en  est  pas  l'intégrale  générale,  puisqu'elle  ne  contient 
pas  de  constante  arbitraire ,  çt  qui  n'est  pas  non  plus  une 
intégrale  particulière,  puisqu'on  tire  de  l'équation  (1 6)  une 
valeur  de  t/'  en  x,  incompatible  avec  les  valeurs  y'=c, 
tirées  de  l'intégrale  générale.  Cette  équation  résultante  en 
Xj  y  est  donc  une  intégrale  singulière  de  la  proposée  [164]. 
n  faut  remarquer  que  l'élimination  de  c  entre  l'équation 
(1 5)  et  sa  dérivée  par  rapport  à  c, 

donne  la  même  équation  finale  en  Xj  y^  que  l'élimination 
de  y'  entre  les  équations  (13)  et  (16)  :  ce  qui  doit  être, 
puisque  l'intégrale  singulière  représente  [189]  la  courbe 
enveloppe  de  toutes  les  droites  qu'on  obtient  en  faisant 
varier  sans  discontinuité,  dans  l'équation  (15),  le  para- 
mètre c. 


CHAPITRE  II. 

DE  L  INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DES  ORDRES 
SUPÉRIEURS,  ET  EN  PARTICULIER  DE  l'iNTÉGRATION  DES 
ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES    LINÉAIRES. 


S  <*'.  De  rabaissement  de  Tordre  des  équation!  différenlielles. 

449.  On  ramène  toujours  aux  quadratures  Tintégration 
s  équations  différentielles  d'un  ordre  quelconque ,  de  la 

forme 

cor  on  en  tire 


On  a  ensuite 

y-'=/-j,<.to=jï^+c.. 

el  en  continuant  ainsi  on  obtient  la  valeur  de  y  exprimée 
m  fonction  de  y^'^  par  une  suite  de  quadratures.  Il  ne  s'agit 
plus  que  d'éliminer  j/^"^  entre  la  dernière  équation  obtenue 
ttréquation  (2),  pour  avoir  l'intégrale  de  l'équation  (1), 
<'omplétée  parn  +  1  constantes  arbitraires. 
Par  exemple,  l'équation  du  second  ordre 


=  a 

y" 
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donne  d'abord 

^^«—,    d'où    x  =  C ^ 

O+y")!'  VÎT» 

On  a  ensuite 


<fj=-..   ,    .,.x..    d'où    x  =  C-7:^:.  (3) 


•/ 


+C.; 


et  en  éliminant  y'  on  tombe  sur  Téquâtion  d'un  cercle 

(x-C)«+(y-C,)'  =  a«.  (4) 

Effectivement  l'équation  proposée  exprime  [190]  que  le 
rayon  de  courbure  de  la  ligne  plane  dont  x,  y  désignent  les 
coordonnées  courantes,  est  égal  à  la  constante  a. 

Lorsqu'on  pourra  résoudre  l'équation  (2)  par  rapport 
à  j/^*^  et  en  tirer 

y(-)=f(x,C). 
il  viendra 

y^-')=/'f(a:,C>lr+C„ 

y(-«)  =fdxft{xfi)dx-\-C,  «  -f  C.  ; 

ef  en  continuant  ainsi ,  on  obtiendra  immédiatement ,  par 
une  suite  de  quadratures ,  la  valeur  de  y  en  a; ,  renfermant 
n+ 1  constantes  arbitraires. 

Ainsi,  de  Téquation  (3)  Ton  tirerait 

X  — C 

î/  =d: — :rr= — , 

y  a--.(x-C)' 

d'où 

ce  qui  conduit  encore  à  l'équation  (4). 

430.  On  ramène  pareillement  aux  quadratures  l'inlégra- 
lion  de  toute  équation  de  la  forme 

y(-+»)=/'y(-),    ou    -^=/-y.-; 
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car  on  en  lire 
et  en  intégrant 

d'où 

dx 

^  +C,.  (5) 


"  =  /i 


Il  vient  ensuite    . 

et  en  continuant  de  la  même  manière  on  obtient  la  valeur 
de  y  en  fonction  de  i/*"*  par  une  suite  de  quadratures.  Il  n'y 
a  plus  qu'à  éliminer  y^*^  entre  la  dernière  équation  obtenue 
et  réquation  (5)  :  l'équation  résultante  est  l'intégrale  géné- 
rale que  l'on  cherche. 
Quand  l'équation  (5)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

yt->=f(ar,C,C,), 

on  obtient  immédiatement ,  comme  tout  à  l'heure^  par  des 
{{oadratures  successives,  la  valeur  de  y  en  x^  renfermant  le 
nombre  de  constantes  arbitraires  requis  pour  la  généralité 
de  l'intégrale. 
L'équation 

f=f'h  ou   5^  = /-y, 

i[uc  Ton  rencontre  fréquemment  en  mécanique,  a  donc  pour 
intégrale  complète 


x=/      -J^ +C.  ; 


220  UVRE   VI.    —   CHAPITRE   II. 

ordinairement  9  dans  cette  formule,  la  variable  x  désigne 
le  temps. 

451.  L^ordre  des  équations  différentielles  qui  ne  con- 
tiennent qu'une  seule  des  variables  primitives,  s'abaisse 
au  moins  d'une  unité.  La  proposition  est  évidente  pour 
toutes  celles  qui  ne  contiennent  que  la  variable  indépen- 
dante et  les  dérivées  de  la  fonction,  ou  qui  sont  de  la 
forme 

F(x,y^'W+"\. .  y^'+^O  =  0;  (6) 

puisque  cette  équation,  de  l'ordre  n  -|-  v  par  rapport  aux 
variables  Xy  y,  n'est  plus  que  de  l'ordre  v,  quand  on  prend 
pour  variables  primitives  Xy  y^*K 

Si  la  fonction  y  entrait  dans  l'équation  proposée  au  lieu 
de  la  variable  indépendante  x^  on  pourrait  changer  de  va- 
riable indépendante  [134  e^  suiv.]^  et  l'ordre  de  l'équation 
transformée  s'abaisserait  au  moins  d'une  unité. 

Après  qu'on  aura  obtenu  l'intégrale  de  l'équation  (6),  en 
prenant  pour  variables  x,  y^*\  on  résoudra  l'équation  inté- 
grale par  rapport  à  a;  ou  à  y^*^  ;  et  en  suivant  l'un  ou  l'autre 
des  procédés  déjà  indiqués,  on  déterminera,  moyennant 
une  suite  de  quadratures,  la  valeur  de  y  en  a?,  avec  n  +  v 
constantes  arbitraires. 

452.  Lorsque  l'équation  à  intégrer  est  de  la  forme 

on  a,  en  intégrant  n  fois  de  suite  par  rapport  kx,  et  en  écri- 
vant, pour  simplifier,  y*^^  au  lieu  de /^y*^^>  au  lieu  àeJJ^^ 
et  ainsi  de  suite, 

•  •  •  -pC«^tJ:-j-G«-.|. 

Mais,  au  moyen  de  l'intégration  par  parties,  on  remplace, 
dans  le  dernier  membre  de  l'équation  précédente,  Tinté- 
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grale  multiple  par  une  suite  d'intégrales  simples.  En  effet , 
Ton  a,  en  omettant  d'abord  les  constantes, 

yî«/a?da?*  =fdxffxdx = x/fxdx  -ffx .  xix^ 
Jl^fxdixi'  =fdwf^^fxda^  =fxdxffxdx  —fdxffx .  xdx, 
f  xdx  ffxdx  =  l  x'^ffxdX'-  \ffx.7^dxx, 

J*dxjyx.xdx=xJ'fx.xdx~J*fx.x^dXi 

d'où 

f^)fTdx*  =  -—  {X*  ffxdx  —  ixjfx.xdx  -{-Jfx.x^dx). 
On  trouverait  de  même 

=  ——{x*J'fxdx—3x*ffx.xdx-\-2x/fx.x*dx  —yfxx'dx), 
d'où,  par  induction. 

^'•y^^=r»3.'.(n-i)  [^-ffxdx-^x'-^ffx.xdx 

+  ^^ ~~ X'^/fx,X^dx...db/fx.X"'dxU 

OU  symboliquement 

•^    '  4.2  3...(n-4)' 

en  convenant  qu'après  le  développement  on  fera  passer  les 
puissances  de  Ç  sous  le  signey)  et  qu'on  remplacera  ensuite 
fpara?. 

On  démontre  cette  formule,  comme  celle  du  binôme,  et 
comme  toutes  les  formules  analogues,  en  prouvant  que  si 
elle  est  vérifiée  pour  une  valeur  particulière  de  n,  elle  sub- 
siste pour  la  valeur  consécutive  n  +  1 . 

Nous  aurons  donc,  en  rétablissant  les  constantes  arbi- 
traires que  chaque  intégration  introduit ,  et  en  conservant , 
pour  abréger,  la  notation  symbolique  employée  ci*dessus, 

(a?  —  ç)-'//a?da?  ,  ^     .  .  ^ 
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i  2.  Des  facteurs  propres  à  rendre  intégrables  les  équations  différentielles 

des  ordres  supérieurs* 

45^.  On  peut  toujours  concevoir  qu'une  équation  diffé- 
rentielle de  l'ordre  n  a  été  ramenée  à  la  forme 

AJ^.yy'A---v^"-'^)  +  y^"^=o-  (7) 

D'un  autre  côté,  si  Ton  représente  par 

l'équation  d'ordre  n — 1  dont  la  proposée  dérive,  C  dési- 
gnant la  constante  arbitraire  qui  disparaît  dans  le  passage 
de  l'équation  (8)  à  l'équation  (7) ,  la  différentiation  don- 
nera 

ou 

Idx^dy^  ^  dy'^  ^    ^dy(-«)^       J   dy(-«)^^         ^ 

En  vertu  de  l'hypothèse,  les  équations  (7)  et  (10)  doivent 
être  identiques  :  donc,  réciproquement ,  si  Ton  multiplie 
l'équation  (7)  par  un  certain  facteur 

d-K 

qui  ne  peut  dépendre,  comme  la  fonction  v  elle-même,  que 
des  quantités  a:,  y,  t/', ...  .y  ^*~'  \  on  rendra  la  proposée  iden- 
tique avec  l'équation  (9),  c'est-à-dire  qu'on  rendra  le  pre- 
mier membre  de  la  proposée  une  difTérentielle  exacte.  Il  est 
d'ailleurs  évident  que,  non-seulement  le  facteur  fx,  mais 
tous  ceux,  en  nombre  infini,  qui  se  trouvent  compris  dans 
U  formule  fidr(T),  f  désignant  une  fonction  quelconque, 
jouissent  aussi  de  la  propriété  de  rendre  le  premier  membre 
de  réqualion  (7)  une  différentielle  exacte. 
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L'équation  proposée  étant  du  n*  ordre,  comporte  n  inté- 
grales premières  de  Tordre  n  —  1  [164]  ;  soit 

une  autre  de  ces  intégrales  premières  :  par  la  même  raison 
que  tout  à  l'heure  on  rend  encore  la  proposée  une  différen- 
tielle exacte,  en  la  multipliant  par  le  facteur 

ou  plus  généralement  par  un  des  facteurs,  en  nombre  infini, 
compris  dans  la  formule  uj^  (^  »),  f »  désignant  une  autre  fonc  - 
lion  arbitraire.  ' 

Donc,  plus  généralement,  si  Ton  désigne  par  4>(«",3rJ 
une  fonction  quelconque  des  deux  quantités  tt^tt^^  tous  les 
facteurs  compris  dans  la  formule 

OU 


jouissent  de  la  propriété  de  rendre  le  premier  membre  de  la 
proposée  une  différentielle  exacte,  ce  premier  membre  deve- 
nant alors  la  différentielle  de  la  fonction  <I>  (î:,^,). 
Donc  enfin,  si  Ton  désigne  par 

les  n  intégrales  premières  de  la  proposée,  et  par  *  une  fonc- 
tion quelconque  des  quantités  ;r,  a  ^ ,;:,,... .  t^_  ^ ,  les  facteurs 
propres  à  rendre  la  proposée  ime  différentielle  exacte,  sont 
compris  dans  la  formule  générale 

djz      rf*        rfîT,       dP  d^n~\     d* 

454.  Appliquons  cela  à  l'équation  du  second  ordre 
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..    y 


X 


qui  devient,  suivant  qu'on  la  multiplie  ou  qu'on  la  divise 
par  X, 

équations  dont  les  premiers  membres  sont  respectivement 
les  différentielles  exactes  des  fonctions 

X 

La  proposée  a  pour  intégrales  du  premier  ordre 

y' 

X 

et  pour  intégrale  seconde,  résultant  de  l'élimination  de  la 


fonction  y'  entre  les  intégrales  premières, 

C,x«  —  2y  =  C. 

Dans  ce  cas,  les  facteurs  qui  jouissent  de  la  propriété  de 
rendre  le  premier  membre  de  la  proposée  une  différentielle 
exacte,  sont  exprimés  par  la  formule 

ait  X        UK^ 

la  composition  des  fonctions  t,^ , ,  étant  donnée  par  les  équa- 
tions (11),  et  la  fonction  4>  restant  arbitraire. 

\  3.  Des  équalioos  différentielles  linéaires,  d*an  ordre  quelconque. 

455.  On  nomme  équation  différentielle  linéaire  celle 
qui  ne  renferme,  ni  les  puissances  supérieures  à  la  pre- 
mière^  ni  les  produits  de  la  fonction  et  de  ses  coefficients 
différentiels  des  divers  ordres,  et  qui  est  par  conséquent  de 
la  forme 

y»  ^  pj^>.i  +  Qy  "-*^  + .   .  4-  Ui/  =  V,  [a) 
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P,Q,..-.  U,V  désignant  des  fonctions  de  la  seule  variable 
indépendante  x.  En  général,  si  l'équation 

est  celle  qui  exprime  rigoureusement  la  loi  d'un  phéno- 
mène ;  et  que  de  plus,  par  la  nature  de  ce  phénomène,  les 
quantités!/, f/', y",....  y W  soient  assujetties  à  rester  tou- 
jours très  petites,  de  façon  qu'on  puisse  négliger  les  pro- 
duits et  les  puissances  supérieures  de  ces  quantités,  la  fonc- 
tion 4>  se  transforme  en  une  fonction  linéaire  des  mêmes 
quantités  variables  ;  et  Téquation  du  problème  devient  une 
équation  différentielle  linéaire.  La  théorie  de  l'intégration 
des  équations  de  cette  espèce  doit  donc  attirer  notre  atten- 
tion, non-seulement  à  cause  des  faits  d'analyse  très  remar- 
quables qui  s^  rattachent,  mais  aussi  à  cause  de  l'impor- 
tance des  applications. 

Supposons  d'abord  que  le  second  membre  de  (a)  soit  nul, 
ou  qu'on  ait  à  intégrer  l'équation 

La  propriété  caractéristique  d'une  équation  de  cett«  forme 
consiste  en  ce  que,  si  l'on  a  diverses  valeurs  particulières 
de  y  en  fonction  de  x  qui  y  satisfassent,  valeurs  que  nous 
désignerons  par  y^,  y„  y„  etc.,  la  somme  de  ces  valeurs, 
multipliées  respectivement  par  des  constantes  arbitraires 
C,,C,,C,,  etc.,  ou 

CiVi  +  C,y,  +  C,y,  +  etc., 
y  satisfait  pareillement.  La  forme  du  calcul  sur  lequel  cette 
proposition  repose,  résulte  si  évidemment  de  la  forme  même 
de  l'équation  (6),  qu'il  suffit  de  l'indiquer. 

n  suit  de  là  que  si  l'on  connaît  n  valeurs  particulières  et 
distinctes,  yi?  ytt y8v«y»9  propres  à  satisfaire  à  l'équa- 
tion (6),  ceUe-ci  aura  pour  intégrale  générale 

y =C,y,  +  C,y.  +  C,y,  +  . . .  +  Cy.  ; 
n  45 
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car  cette  valeur  de  y  satisfait  à  la  proposée,  et  à  cause  des  n 
constantes  arbitraires  et  distinctes  qu'elle  renferme,  elle  a 
toute  la  généralité  qu'une  telle  intégrale  comporte. 

456.  Or,  il  est  un  cas  oÎL  V(m  trouve  facilement  n  valeurs 
particulières  de  y  propres  à  satisfaire  à  l'équation  {b)  :  c'est 
celui  oîi  tous  les  coefficients  P,Q,....U  se  réduisent  à  des 
constantes;  car  si  l'on  pose  y  =6"^,  on  aura,  quel  que 
soit  t,  1/ w.=^inie«*;  de  sorte  que  cette  valeur  de  y,  substi- 
tuée dans  l'équation  (6),  donnera  pour  résultat 

et  dès  lors,  il  est  visible  que  la  fonction  y  =  c*^  satisfait  à 
l'équation  (6),  pourvu  que  la  valeur  assignée  au  nombre  m 
soit  l'une  des  racines  de  l'équation  numérique 

m*  +  Pm*-'*  +  Qm""*  -f  . . .  +  U  =  0.  (m) 

Donc,  si  l'on  désigne  par  m,,  m,, m,,....  m^  les  n  racines 
de  cette  équation,  et  par  G ^ ,  C^^ ,  C, , . . . .  C«  des  constantes  ar- 
bitraires, l'équation  {b)  a  pour  intégrale  générale 

457 .  Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  de  donner  à  com- 
prendre pourquoi  le  cas  que  nous  traitons  en  ce  moment, 
cas  en  apparence  si  particulier,  a  néanmoins  assez  d'im- 
portance dans  les  applications  pour  mériter  un  examen 
spécial. 

D'abord  il  est  clair  que  ce  cas  comprend  celui  oîi  le  se- 
cond membre  dé  l'équation  [b) ,  au  lieu  d'être  zéro,  se- 
rait un  nombre  V  quelconque  ;  car  il  suffirait  de  poser 

V 

y^^ij  +  TTy  pour  réduire  à  zéro  le  second  membre  delà 

transformée  en  >y. 

Remarquons  ensuite  que  dans  la  plupairt  des  applications 
de  l'analyse  à  la  physique  le  temps  est  la  variable  indépen- 
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dante  désignée  ici  par  x,  et  que  cette  variable  n'entre  pas, 
pour  Tordinaire ,  autrement  que  par  ses  différentielles, 
dans  les  éqaations  des  problèmes.  Si,  par  exemple,  il  s'agît 
d'une  question  de  mécanique,  les  forces  qui  sollicitent  un 
•système  matériel  ne  varieront  communément  qu*avec  les 
distances  respectives  des  parties  du  système  :  elles  seront 
des  fonctions  explicites  de  ces  distances  à  une  époque  quel- 
conque, et  ne  dépendront  pas  explicitement  du  temps  écoulé 
depuis  rinstant  pris  pour  origine. 

458.  Lorsque  toutes  les  racines  de  l'équation  (m)  sont 
réelles  et  inégales,  on  vérifie  aisément  que  les  constantes  ar- 
bitraires C,,C,,C„....Cn  peuvent  toujours  être  numérique- 
ment déterminées  au  moyen  des  valeurs  initiales 

»o,yo'y'o,---yo^""'^  {0) 

correspondant  à  a;=0.  Soit,  p^  exemple,  n=:3,  on  aura 

y,  =  Ci  -1-  C,  +  C„ 

d'où  Ton  tire 

(m,— fni)(m,  —  m,)        * 
^»  ""         {m^  —  m,)  (wi,  —  m,) 

La  symétrie  de  ces  formules  indique  suffisamment  la  loi  des 
expressions  qu'on  obtiendrait,  si  Ton  avait  un  plus  grand 
nombre  de  constantes  arbitraires  à  déterminer,  au  moyen 
des  valeurs  initiales  de  la  fonction  et  de  ses  dérivées. 

Si  l'on  sait,  par  la  nature  de  la  question,  que  la  grandeur  y 
ne  peut  pas  croître  indéfiniment  avec  ^r,  il  faut  nécessaire- 
ment supposer  nulles  les  constantes  arbitraires  Q  qui  cor- 


218  UVKE  VI.   —  CHAPITRE  U. 

respondenl  à  des  racines  positives  m,  de  Téquation  (m). 
Alors  les  valeurs  initiales  (o)  ne  peuvent  plus  être  données 
arbitrairement  ;  mais  il  faut  qu'il  y  ait  entre  elles  autant 
d'équations  de  condition  que  l'équation  (m)  admet  de  ra- 
cines positives.  On  doit  remarquer  ce  mode  de  réduction  du 
nombre  des  constantes  arbitraires,  d'après  des  considéra- 
tions tirées  de  la  forme  des  fonctions,  indépendamment  des 
valeurs  numériques  de  leurs  paramètres.  Des  considérations 
du  même  genre  reviennent  fréquemment  dans  les  applica- 
tions de  l'analyse  aux  questions  physiques. 

459.  Si  l'équation  (m)  avait  des  racines  imaginaires,  les 
exponentielles  devenues  imaginaires  se  conjugueraient  deux 
à  deux  et  ^e  transformeraient  en  sinus  et  cosinus  d'arcs 
réels.  Ainsi,  a^ôi/— 1  désignant  deux  racines  imagi- 
naires conjuguées  de  l'équation  (m),  les  termes  exponen- 
tiels que  ces  racines  amènent  dans  l'intégrale  générale, 
savoir 

se  changent  en 

=e«*[{C,  +  C.)  cos  /Sr  H-  (C,  —  C,)  y  =?.  sin  fx], 
et  finalement  prennent  la/ôrme 

'  e**(Mcos/Sx  +  NsiniSz), 

quand  on  établit  entre  les  constantes  indéterminées  C,,  C„ 
M,  N  les  deux  relations 

On  peut  encore  simplifier  cette  expression  en  posant 

M  =  X  cos  «,    N  =i  —  >  sin  f, 
ce  qui  donne 


««•(Mcos  /3a?+  N  sin  px)  =  ïe^  cos  (/te  +  t)  : 
alors  A,  £  sont  les  deux  constantes  arbitraires. 
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Si  la  partie  réelle  a  du  couple  de  racines  imaginaires  que 
nous  considérons,  est  négative,  le  facteiu^  &^  décroit  indéfi- 
niment pour  des  valeurs  croissantes  de  x^  tandis  que  le  fac- 
teur A  cos  (iSx+c)  oscille  périodiquement  entre  les  valeurs 
—A  et-j- A  :  la  fonction  donnée  par  le  produit  de  ces  deux 
facteurs  éprouve  donc  des  oscillations  périodiques  dont 
TampUtude  va  en  décroissant  très  rapidement  pour  des  va- 
leurs croissantes  de  X.  Au  contraire,  pour  «  positif,  lampli- 
tude  des  oscillations  de  la  fonction  irait  en  croissant  avec 
une  grande  rapidité  et  au-delà  de  toute  limite,  ce  qui  est 
manifestement  incompatible  avec  la  loi  de  tout  phénomène 
naturel.  Un  cas  semblable  ne  saurait  avoir  qu'une  existence 
puiement  abstraite. 

Lorsque  Téquation  (m)  n'a  que  des  racines  imaginaires 
dont  les  parties  réelles  s'évanouissent,  la  valeur  complète 
de  ^  est  une  suite  de  termes  de  la  forme 

>  cos  (/Sa:  -^  •).  .    (*i) 

Imaginons  que  y  désigne  la  quantité  variable  avec  x,  dont 
une  grandeur  s'écarte  en  plus  ou  en  moins  de  sa  valeur 
moyenne  if,  ou  ce  que  les  astronomes  appellent  plus  briè* 
vement  VinégalUé  de  ti  :  cette  inégalité  sera  la  somme  de 
plusieurs  inégalités  périodiques,  exprimées  chacune  par  un 
terme  de  la  forme  (^).  La  constante  a  se  nomme  le  coefpcietU 
de  l'inégalité  ;  elle  en  détermine  Y  amplitude,  et  dépend, 
ainsi  que  la  constante  £,  des  valeurs  initiales  de  la  fonction 
et  de  ses  dérivées.  Le  nombre  &  détermine  V étendue  de  la 
période,  puisque  l'inégalité  reprend  les  mêmes  valeurs  pour 

des  valeurs  de  x  dont  la  différence  est—  :  la  grandeur  de  & 

fi 

est  donnée  par  l'équation  différentielle,  indépendamment 
des  valeurs  initiales  de  la  fonction  et  de  ses  dérivées. 
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Toutes  ces  considérations  sont  d'une  application  fréquente, 
à  Toccasion  des  phénomènes  soumis  à  la  loi  de  pério- 
dicité. 

460.  Lorsque  quelques-unes  des  racines  de  l'équation  (m) 
deviennent  égales  entre  elles,  l'analyse  précédente  se  trouve 
en  défaut.  Soit,  par  exemple,  m^^=^m^:  les  tennesCjC*»*+ 
Cic"**  se  confondront  en  un  seul  (Cj+C,)c".'*,  et  le  coefE- 
cient  G^-}-G,  n'équivaudra  qu'à  une  seule  constante  arbi- 
traire [164],  en  sorte  que  l'intégrale  (c)  n'aura  plus  la 
généralité  requise.  Dans  ce  cas,  si  nous  posons 

y,=c-»*(A, +B,:c),  (42) 

la  substitution  de  cette  valeur  dans  l'équation  (m)  don- 
nera 

e  «.•  (Aj  -t-  BjO?)  (mj-  +  Pm^*"^  +  Qm*^^  h-  •  •  -  +  Tm^  +  U) 
+  B^e***  [nm,*-'^  t  (n-4)  Pm,»-*+  (n— 2)  Qmj*-^4-..-|-T]=0. 

Le  facteur 

s'évanouit,  puisque  m,  est  racine  de  l'équation  (m)  ;  et  le 
polynôme  qui  multiplié  BjC**»* s'évanouit  aussi,  puisque, 
par  hypothèse,  m^  étant  une  racine  double  de  l'équation 
[m),  est  aussi  tme  racine  de  l'équation  dérivée 

Donc,  si  l'on  continue  de  désigner  par  m,,....  m»  les  racines 
simples  de  l'équation  (m),  et  si  Ton  pose 

y  =  e"'*  (A,  +  BiX)  +  (V***  +. .  .-f-  C-c"-** 

on  satisfera  à  l'équation  {b)  dont  on  aura  ainsi  l'intégrale 
générale,  à  cause  que  les  conistantes  A^,Bj,C,,....Gn>  en 
nombre  n,  sont  irréductibles  entre  elles. 
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On  trouverait  de  même  que,  dans  le  cas  de  trois  racines 
égales  m^ 9  m,;  m,,  il  faut  remplacer  le  trinôme 

par 

et  ainsi  de  suite. 

La  forme  que  prend  l'intégrale  générale  dans  le  cas  où 
réc[oation  (m)  a  des  racines  égales,  résulte  encore  du  calcul 
suivant. 

Au  lieu  de  poser  immédiatement  m^  =  m^y  faisons  d'a- 
bord iWj, =1»^  +  h  ce  qui  donnera 

C,c*«*  +  G,e"»*  =  e*»'  (G,  +  C^e^) 
=  e-^[C.  +  C,(l+-  +  — +  ^-^3  +  etc.)l, 

en  substituant  à  e^  la  série  toujours  convergente  qui  en  est 
le  développement.  Il  est  permis  de  mettre  cette  expression 
sous  une  autre  forme,  en  changeant  de  constantes  arbi- 
traires, et  en  posant  pour  cela  Cj  +  C,=Aj,  Cj€=Bj.  De 
cette  manière,  l'expression  ci-dessus  devient 


c* 


^'[A.  +  B.x+B.(iïl+^3+etc.)]; 


et  si  l'on  fait  maintenant  £=0,  elle  se  réduit  au  second 
membre  de  Téquation  (1 2) . 
Le  trinôme  (13)  ayant  été  reAplacé  par 

dans  le  cas  oîi  les  deux  racines  m^jin^  deviennent  égales, 
on  pourra  faire  m^  =  m^  +^>  ce  qui  change  l'expression 
précédente  en 


iX         l*X«     .      i^X* 


=  e"»nAi  +  B,x  +  C,(1  +  -  +  —  +  ^-^+  etc.)]. 
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Rien  n'empêche  de  changer  de  constantes  en  posant 

Ai  +  C,=Di,    B,  +  C,f=:Ei,    4C,f*=F,; 

au  moyen  de  quoi  le  second  membre  de  Téquation  précé- 
dente devient 

e-'^fOi  +  E,x  +  Fio:»  +  Fi(y  +  etc.)l 

et  se  réduit  à 

e"*'(D,  +  Eia:  +  F.x«), 

lorsqu'on  fait  £»0.  La  même  méthode  s'appUque  évidem- 
ment au  cas  où  le  nombre  des  racines  égales  devient  quel- 
conque. Il  est  bon  de  connaître  cette  méthode  que  les  ana- 
lystes ont  souvent  employée  dans  des  cas  analogues  et  plus 
compUqués  ;  bien  qu'elle  soit  sujette  à  quelques  difficultés 
qui  disparaissent  lorsqu'on  justifie  directement,  comme 
nous  l'avons  fait  d'abord,  la  forme  attribuée  à  l'intégrale 
générale,  dans  l'hypothèse  où  l'équation  (m)  acquiert  des 
racines  égales. 

461.  L'équation  (6)  peut  rarement  s'intégrer  lorsque  les 
coefficients  sont  des  fonctions  de  x.  Prenons  pour  exemple 
l'équation  du  second  ordre 


si  Ton  pose 


elle  devient 


y"  +  Py'  +  Qy  —  0  : 


jMdx 


y  ^  e^'^,  (rf) 


^+z«  +  P«  +  Q  =  0; 


et  lorsque  cette  équation  du  premier  ordre  en  zetx  peut 
s'intégrer,  par  la  séparation  des  variables  ou  autrement, 
on  a  par  les  quadratures  la  valeur  de  y  en  x. 

En  général^  si  Ion  substitue  dans  l'équation  (b)  la  valeur 
de  t/  en  z  donnée  par  l'équation  (rf),  la  transformée  en  z 
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et  X  s'abaisse  à  l'ordre  n — 1 ,  mais  en  cessant  d'être  linéaire. 
On  intègre  les  équations  linéaires  de  la  forme 

. , .  +  T(a  +  te)  y'  +  Uy  =  0,  {e) 

où  P,  Q, T,  U  désignent  encore  des  coefficients  con- 
stants, çn  posant  y=(a-f  i^)*?  ce  qui  donne,  pour  détermi- 
ner m,  l'équation  algébrique  du  degré  n 

p 

m[tn  —  1)...  {m-^n+A)  +  -.»i(m  —  <)..  .{m  —  n  +  2) 

fï  Tw»         TT 

en  sorte  que,  si  Ton  désigne  par  m^,  m^y m,  les  n  ra- 
cines de  cette  équation,  et  par  C,,  C„ C,  des  constantes 

arbitraires,  Téquation  {e)  a  pour  intégrale  générale 

y  =  Ci{a  +  *x)«t  +  C,(a  +  te)*».  + . . .  +  C.(a  +  te)m. . 

Cette  intégrale  est  donc  transcendante,  à  moins  que  l'é- 
quation en  m  n'ait  toutes  ses  racines  rationnelles. 

462.  Si  l'on  connaissait  une  valeur  particulière  t/,,  pro- 
pre à  satisfaire  à  l'équation  (6),  on  pourrait  abaisser  d'une 
unité  l'ordre  de  l'équation  {b)  et  même  l'ordre  de  l'équation 
(a).  Pour  cela  il  suffirait  de  faire 

:  désignant,  comme  ci-dessus,  une  nouvelle  variable,  fonc- 
tion de  X.  Remarquons  à  cet  effet  que,  si  l'on  désigne  par 
tt,  V  des  fonctions  quelconques  d'une  même  variable  indé- 
pendante, on  a  : 

^  d,uvz:ztulv  +  vdu^ 

d*  .ttv  =  ud^u  +  ^udv  H-  vd*u, 

rf-. wi>  =  ud'v  +  ^.dudr-^v+       'Z     d*ud"*v  +  . . . 

i  ^2 

n 

T 
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En  conséquence  de  ces  formules,  la  substitution  de  la  va- 
leur de  y  dans  l'équation  (a)  donne 

. . .  +(yi^'^  H-  Py/-*>  +  Qyi^-'>  + . . .  +Uy.)/a/x  =  V. 

Or,  le  coefficient  de  /  zdx  dans  cette  équation  est  nul  pai* 
hypothèse,  puisque  y^  est  une  intégrale  particulière  de  l'é- 
quation (6).  Si  Ton  divise  cette  équation  par  y^  qui  est  une 
fonction  connue  de  Xy  on  la  ramènera  donc  à  la  forme 

y. 

P,,Qi, T,,  désignant  comme  P,Q, T,  des  fonctions 

connues  de  x,  et  l'ordre  de  l'équation  (a)  se  trouvera  abaissé 
d'une  unité. 

Dans  le  cas  où  il  s'agit  d'intégrer,  non  pas  l'équation  (a), 
mais  l'équation  (6),  la  dernière  équation  obtenue  est  rem- 
placée par 

Dans  cette  hypothèse,  si  l'on  connaissait  une  seconde  va- 
leur particuUère  y,,  propre  à  vérifier  l'équation  (fe),  l'une 
des  valeurs  de  z  tirées  de  l'équation  (6  J  devrait  vérifier 
l'équation  (/*),  après  qu'on  y  aurait  remplacé  y  par  y,. 
On  aurait  donc,  en  désignant  par  z^  cette  valeur.  particu- 
Uère de  2, 

yt~yjz,dxy   ou   «,=— ^• 

Donc,  si  l'on  connaît  deux  intégrales  particulières  de  l'é- 
quation (6),  on  connaîtra  par  cela  même  une  intégrale  par- 
ticulière de  l'équation  [b^)\  et  par  suite  l'ordre  de  l'équa- 
tion (ftj  s'abaissera  d'ime  unité  au  moyen  de  la  transforma- 
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ûon  zzzzz^fudx.  Comme  ce  raisomiementpeut  être  continué 
de  proche  en  proche,  il  s'ensuit  que  si  l'on  connaît  m  inté- 
grales particulières  de  Téquation  (6),  Tintégration  générale 
de  cette  écpiation,  et  même  celle  de  Téquation  (a),  seront 
ramenées  à  dépendre  de  l'intégration  d'une  équation  diffé- 
rentielle de  l'ordre  n — m  ;  de  façon  que  celle-ci  étant  inté- 
grée, on  aura  l'intégrale  générale  de  Féquation  (a)  par  de 
simples  quadratures.  Ce  heau  théorème  est  dû  à  Lagrange  ; 
mais  la  démonstration  donnée  ci -dessus  a  l'avantage, 
comme  M.  Libri  Ta  fait  voir  dans  un  mémoire  fort  intéres- 
sant ('),  de  mettre  parfaitement  en  lumière  les  analogies 
qui  rattachent  étroitement  la  théorie  des  équations, algé- 
briques à  celle  de  l'intégration  des  équations  différentielles 
linéaires. 

463.  Quand  les  coefficients  P,Q, U  de  l'équation  (a) 

sont  des  nombres  constants,  le  dernier  terme  V  étant  seul 
fonction  de  x,  on  connaît  n  intégrales  particulières  de  l'é- 
quation {b) 

m^^m^, m.  désignant  toujours  les  racines  de  l'équation 

(m).  L'intégration  générale  de  l'équation  (a)  se  trouve  donc 
ramenée  aux  quadratures. 
Soit,  par  exemple  l'équation  linéaire  du  second  ordre 

/  +  Py'  +  Qy=v, 

où  P,Q  désignent  des  nombres  constants  :  m^^m^  senties 
racines  de  l'équation  numérique 

«»'+Pwi  +  Q  =  0,  (g) 

et  l'on  a 

(')  Journal  de  mathématiques  de  M.  Crelle,  t.  X. 
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Posons 

la  transformée  en  z  sera 

s'  +  («w,  +  P)2  =  Ve"'"''^    ou    z'  —  (m,  —  rnjja?  :=  Ve""*-*, 

à  cause  de  P= — (wi^-f  wi,).  Faisons  en  outre 
la  transformée  en  «  doimera 


Vg-".' 


tt  = 


m,  —  mj 

De  là  on  tire 

ou  bien,  en  intégrant  par  parties. 

Les  deux  intégrales  indéfinies  sont  censées  renfermer  cha- 
cune une  constante  arbitraire. 

Lorsque  m^^m^  sont  deux  racines  imaginaires  conju- 
guéeSy  de  la  forme  oi,^&\/~i,  Texpression  précédente  se 
change  en 

ouc 

y  =  — (sin  /3a:y*Ve— «^'cosjSar.rfj:— cos/S^yVe"*'  sin  jSj;.<fx). 

Enfin,  si  Ton  avait  fii,=wij,  le  second  membre  de  Téqua- 
tion  (A)  se  présenterait  sous  la  forme  %  ;  mais,  en  prenant 
les  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur  par  rapport 
au  paramètre  m,,  et  en  posant  ensuite  m^^=m^y  on  trou- 
"verait  pour  ce  cas 
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464.  Nous  ne  quitterons  pas  ce  sujet  sans  faire  connaître 
la  méthode  employée  communément  pour  démontrer  le 
théorème  du  n""  462. 

Supposons  d'al)ord  que  Ton  connaisse  n  intégrales  parti- 
culières de  réquation  (6),  de  manière  qu'on  ait  pour  Tinté- 
gpale  générale  de  cette  équation  *  . 

y  =  Ci^i  +  C,yt  +C,y,  +. . .+  ay.  :  (0 

nous  disons  que  cette  valeur  de  y  peut  encore  être  prise 
pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  (a),  pourvu  (Jue  l'on 
considère  les  facteurs  C^ ,  C,,....  G,,  non  plus  comme  des 
constantes,  n[iais  comme  des  fonctions  de  x^  qu'il  s'agit  de 
détemiiner  convenablement. 
Dans  cette  hypothèse  en  effet,  l'on  a 

y'  =  c.y '.  +  cy,  +  C.y',  + . . .  +C^'. 
+  yfi\  +  yfi\  +  yfi\  + . . .  +y.C'. 
(C,  désignant  la  dérivée  de  G,,  par  rapport  à  ^r),  et  si  l'on 
assujettit  les  fonctions  G,,  à  vérifier  l'équation 

yfi\  +  y«c\  +  yfi\  +. .  •+ y.ç'.  =o, 

ilreste 

y'=cy.  +  cy,  +  G,y',  +. .  .+cy., 

comme  dans  le  cas  où  les  facteurs  G,  sont  des  constantes. 
De  cette  dernière  équation  l'on  tire 

f  =  C.y\  +  C,y%  +  C,y\  + . . .  +  C.y\ 

+  y\c'.  +  y',c'.  +  y'jG'a  +. .  .+y'.G'., 

ou  simplemeat 

y'  =:Cy,  +  C,y%  +  G,y%  +. . .+  ty"., 
quand  on  assujettit  les  dérivées  G',,  à  vérifier  l'équation  de 
condition 

y'.C\  +  y'.G',  +  y'.G',  4- . . .  +  y'.G'.  =  0. 

En  continuant  de  la  sorte,  on  trouve  que  la  valeur  de  y 
donnée  par  l'équation  (i),  et  qui  par  hypothèse  vérifie  l'é- 
quation (6),  satisfait  aussi  à  l'équation  (a),  pourvu  que  les 
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dérivées  G\  vénfient  le  système  des  équations  de  condition 

y.G',  +  yfi\   +  yfi\  + . . .  +  y.G\  =  0, 
y\C\  +  y'.C.  +  y',C',  +. .  .+y'.C'.  t=  0, 

y\G.  +  y\c\  +  y'fi\  +•  •  .+y'.c'.=  o, 

Or  y  de  ces  équations  en  nombre  n  on^tire  la  valeur  de 
chaque  inconnue  C^  égale  à  une  certaine  fonction  ^^x,  et 
par  conséquent  une  simple  quadrature  donne 

Cf  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  On  obtient 
donc  de  cette  manière^  par  de  simples  quadratures,  l'inté- 
grale générale  de  Téquation  (a),  avec  les  n  constantes  arbi- 
traires qu'elle  comporte. 

Supposons  maintenant  que  Ton  ne  connaisse  que  n — 1 
intégrales  particulières  de  l'équation  {b)  ;  et  afin  de  simpli- 
fier l'exposition,  prenons  pour  types  des  équations  (a)  et  (6) 
les  équations  du  4®  ordre 

r  +  Py'"  +  Qy"  +  Ty'  +  Uy  =  V,  (U) 

y"  +  Py'"  +  Qy"  +  Ty'  +  Uy  =  o  : 

y^,  1/,,  y,  désignant  trois  fonctions  connues  de  x  qui  satis- 
font à  la  dernière  équation.  Si  l'on  veut  que  la  fonction 

y  =  C.y.H-C,y,-t-C,y,  «5) 

satisfasse  à  l'équation  (14),  on  peut  encore  établir  entre  les 
facteurs  inconnus  G^,  G,,  G,  les  deux  équations  de  condi- 
tion 

yfi\  +  yfi\+y,C\^OA 

y\C\+y'.C'..fy'3G'3=0;î  ^''^ 

au  moyen  de  quoi  les  valeurs  de  t/',  y"  conservent  la  même 
forme  que  si  les  facteurs  G^,  G„  G,  étaient  constants  ;  mais 
les  valeurs  de  y'",  y*""  contiennent  les  premières  et  les  se- 
condes dérivées  de  ces  mêmes  facteurs  ;  et  pour  que  la 
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fonction  (15)  satisfasse  à  l'équation  (14),  il  faut  encore  as- 
sajettip  les  facteurs  Ci,C„Ca  à  vérifier  une  troisième  équa- 
tion 

C.(V.  +  Pr.)  +  G%(V".  +Py'.)  +  G'5(V"s  +Py"8) 
+  C"y\  +  C\y'\  +  C",y",  =  V.  (17) 

On  tirera  des  équations  (16)  et  de  leurs  différentielles  les 
valeurs  de  C'j,C'3,C\,C'j,  en  fonction  de  C'„CV,  et  on  les 
substituera  dans  Féquation  (1 7)  qui  deviendra  une  équation 
du  second  ordre  par  rapport  à  C„  ou  du  premier  ordre  par 
rapport  à  C',.  Celle-ci  étant  intégrée,  on  aura  la  valeur  de 
Cl  en  x^  et  par  suite  celles  de  Cj,C5  en  x  au  moyen  de  sim- 
ples quadratures.  Les  quatre  intégrations  ou  quadratures 
auront  amené  quatre  constantes  arbitraires,  de  sorte  que 
rinlégrale  (15)  jouira  de  toute  la  généralité  requise. 

En  suivant  absolument  la  même  marche ,  on  prouverait 
généralement  que  l'intégration  de  l'équation  (a)  ne  dépend 
que  de  l'intégration  d'une  équation  de  Tordre  n — m,  et  de  m 
quadratures  subséquentes ,  lorsqu'on  connaît  m  intégrales 
particulières  de  T  équation  {h) . 

465.  H  est  bon  de  remarquer  que  lorsqu'on  connaît  une 
intégrale  particulière  de  l'équation  (a),  la  recherche  de  l'in- 
tégrale générale  est  ramenée  à  celle  de  l'équation  {h).  Si  l'on 
désigne  en  effet  par  i/i  cette  intégrale  particulière,  et  si  l'on 
pose 

on  obtient  l'équation 

2(-)  +  P;5(«-l)    +  Qz(-«)  + +  UZ  =  0, 

qui  n'est  autre  que  l'équation  (6).  Pour  obtenir  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (a),  il  suffira  donc  d'ajouter  l'inté- 
grale particulière  y  j  à  l'intégrale  générale  de  l'équation  {b). 
n  est  un  grand  nombre  de  cas  oîi  l'on  peut  trouver  immé- 
diatement une  intégrale  particulière  de  l'équation  (a),  à  coef- 
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ficients  constants.  Supposons  que  le  second  membre  V  soit 
un  polynôme  entier  en  x  du  degré  p,  on  essaiera  une  inté- 
grale de  la  forme 

y.t=Aaf  +Bxi^* +....+ K. 

Substituant  cette  valeur  dans  le  premier  membre  de  Téqua- 
tion  (a)  et  identifiant  avec  le  second  membre,  on  aura;)  + 1 
équations  de  condition  pour  déterminer  les  p  +  ^  coeffi- 
cients indéterminés  Â,B, . .  .K. 
Si  la  fonction  V  est  de  la  forme 

ou 

V  =  a  cos  ax  +  i  sin  «x, 

on  essayera  de  même  une  intégrale  de  la  forme 

ou 

y,  =  A  CCS  ax  +  B  sin  «a:. 

Les  cas  où  le  second  membre  Y  est  une  somme  de  plusieurs 
fonctions  de  la  forme  de  celles  que  nous  venons  d^diquer 
ne  présentent  pas  plus  de  difficulté. 

L'application  de  cette  méthode  exige  quelquefois  une  lé- 
gère modification.  Soit,  par  exemple,  Téquation 

_|_3   J  +  2y  =  e.. 

En  essayant  une  intégrale  de  la  forme  Ae*,  on  voit  que  le 
premier  membre  est  identiquement  nul ,  et  que  par  consé- 
quent il  est  impossible  de  l'égaler  au  second.  On  en  conclut 
que  l'équation  proposée  n'admet  pas  dHntégrale  particulière 
de  la  fonne  Ae*,  et  ceci  provient  de  ce  que  cette  expression 
est  une  intégrale  de  l'équation  privée  de  second  membre. 
On  essayera  dans  ce  cas  une  intégrale  de  la  forme  Axe' y  ce 
qui  donne  A = —  1 .  En  ajoutant  à  cette  intégrale  particu- 
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lière  — xe*  l'intégrale  générale  de  Téquation  privée  de  se- 
cond membre,  on  a  l'intégrale  générale  demandée 

Si  l'expression  Âe^  était  une  intégrale  double  de  l'équa- 
lion  sans  second  membre/ Aj;e^  serait  encore  une  intégrale 
de  cette  équation;  dans  ce  cas^  il  faudrait  essayer  une  ex- 
pression de  la  forme  Aic*e*. 


T.  n  16 


%  ■■ 


CHAPITRE  m. 


DE   L^NTÉGRATION   DES    ÉQUATIONS     DIFFÉRENTIELLES    PAR    LE» 
SÉRIES  ET  PAR   LES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


466.  On  peut  en  général ,  à  la  faveur  du  théorème  de 
Madaurin,  développer  une  fonction  en  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières  de  la  variable  indépendante , 
lorsqu'on  a  entre  la  variable  indépendante  et  la  fonction 
une  équation  différentielle  d'un  ordre  quelconque.  En  effet, 
soit 

cette  équation  différentielle  :  on  ea  déduira,  par  de  nouvdles 
différentiations,  les  valeurs  de  y^*  ■*'^Vy^*"*'*^>  ^l  ^^^  général 
celles  des  dérivées  d'un  ordre  quelconque  supérieur  à  n,  en 
fonction  de  «,y,ySy'vy^*""*^^  H'wtl  autre  côté,  la  formule 
de  Maclaurin  donne 

+  etc., 

y.^}l\y  etc. ,  représentant  les  valeurs  de  f/,y '^  etc. ,  pour  rr=0. 
Si  donc  Fon  fait  J5=0,  i/  =  t/o»  y' =  !/'•>  etc.,  dans  les 
expressions  de  i^"^,  y^*  +*^,  etc.,  déduites  de  l'équation  diffé- 
rentielle proposée  jet  4e  ses  dérivées  successives,  on  déter- 


INTÉGRATION   PAR   LES   SÉRIES.  243 

minera  tous  les  ooefficirats  de  la  série  qui  précède»  en  fonc- 
tion des  n  premiers  coefficients  yo^y'o^-.î/o^*"'^^.  Ceux-ci 
resteront  arbitraires  et  donneront  à  l'expression  de  y  toute 
]a  généralité  qu'elle  comporte.  Une  telle  série  peut  servir  à 
calculer  les  valeurs  numériques  de  y  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  qui  rendent  la  série  convergente. 

Prenons  pour  exemple  l'équation  y'  =  —  (y  ^  x^)  :  le  cal- 
cul indiqué  donnera 


X  X*  X* 


L'équation  proposée  est  de  celles  qui  peuvent  s'intégrer 
en  termes  finis  ;  par  conséquent  la  série  précédente  est  de 
celles  qui  peuvent  être  sommées;  et  en  effet,  Ton  met  l'ex- 
pression àey  sous  la  forme 

X        X*  X*  flP*  X* 

y=<y.-6)(I  - -+_-j-^+^-^^^- -^^^-j3^ ,  etc.) 

et  cette  valeur  de  y  se  confond  avec  celle  que  donne  l'équa- 
tion (4)  du  n"*  440,  quand  on  remplace  la  constante  arbi- 
traire y«  —  6  par  la  constante  C,  pareillement  arbitraire. 
Considérons  encore  l'équation  « 

/  =  — xy:  (I) 

on  aura  pour  le  développement  en  série 


X  x^         ^   .         X' 


467.  Si  la  valeur  a;  =  0  rendait  infinis  les  coefficients 
âiiférentiels,  à  partir  d'un  ordre  quelconque^  il  faudrait  or- 
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donner  la  série^  non  plus  suivant  les  puissances  de  x,  mais 
suivant  les  puissances  de  a;  —  a,n  étaat  une  valeur  de  a:  qui 
ne  rend  point  les  coefficients  différentiels  infinis.  Ea  consé- 
quence on  aurait 

,x — a  te — rt*  te — a)* 

y  =  y,4-/.— +  y^L«^+y-/_-i.+  etc.,^      (3) 

?/o  y .»  y'.>  etc.,  désignant  les  valeurs  de  y,  g',  y\  etc., 
poiu*  x=2a. 
Soit,  par  exemple, 

y'  =  — (^  +  ar),    ou    ary'-i-y +  x*  =  0 

réquatidn  proposée  :  la  valeur  x=0  rend  y\  infini,  à 
moins  que  y^  ne  s'évanouisse.  Dès  lors,  ce  c^/as  particulier 
excepté,  la  série  de  Maclaurin  ne  peut  pas  être  employée 
sous  la  forme  ordinaire.  Si  on  lui  fait  subir  la  transformation 
indiquée,  on  trouve 

y«  +  û«  j?— rt 

a  désignant  ime  valeur  quelconque  de  x ,  autre  que  zéro. 
La  différentiation  de  l'équation  proposée  donne 

xy'^  +  iy'-^ixzzQ,    xy"'+ 3y"+ 2=0,    ary^+ i^^ssO,  etc.; 

d^où  Ton  conclut^  dans  Thypothèse  où  Ton  aurait  à  la  fois 
a?  =  0,  y  =  0,  (aucune  des  fonctions  dérivées  ne  devenant 
infinie), 

y'o=0,    y\t=  —  i,    y'%  =  0,    y7  =  0.etc. 

En  conséquence  la  proposée  a  pour  intégrale  particulière 
(correspondant  à  l'hypothèse  t/o=0)t/=:—{x\  En  effet, 
Ton  a  trouvé  [440]  pour  l'intégrale  en  termes  finis 

y  = x^z 
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et  cette  valeur  de  y,  qui  ne  peut  se  développer  suivant  les 
puissances  de  a;,  tant  que  la  constante  0  n^est  pas  nulle , 
reproduit  la  série  (4)  lorsqu'on  la  développe  suivant  les 
puissances  entières  de  a:  —  a,  pourvu  qu'on  pose^  ainsi  que 
cela  est  permis,  C = ai/.  -]-  {a!. 
Soit  encore  l'équation 

/  =  -^     ou    xy'+y  =  0.  (5) 

X 

La  valeur  a?  =  0  rend  y"^  infini,  à  moins  que  y^  nes'éva  - 
nouisse.  C'est  donc  le  cas  d'employer  la  série  (3),  qui  de- 
vient 

et  qui  dépend  des  deux  constantes  arbitraires  ya^y\. 
Les  dérivées  successives  de  l'équation  proposée  sont 

xy'"  +  }/''-y'=0,    a;y"+V  +  y"'  =  0, 

ce  qui  donne,  dans  l'hypothèse  où  la  valeur  a;  ::=0  annu- 
lerait y  et  ne  rendrait  infinie  aucune  des  dérivées  yS^/", 
y%etc., 

et  par  suite 

i   X*        i       x^  f  x^ 

^     ^•^         <   4.2^4.2  4.8.3      f.2. 3  4.2.3.4^   ^       ^^ 

Mais  connue  ce  développement  ne  dépend  que  de  la  con- 
stante arbitraire  y\,  il  ne  représente  qu'une  intégrale  par- 
ticulière de  l'équation  proposée ,  laquelle  intégrale  corres- 
.pond  à  l'hypothèse  t/o=  0. 

Représentons  par  y,  la  fonction  de  x  que  détermine  la 
série  toujours  convergente 
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^""ïTi  "*"  i^TTa  ~  FXsN. 2.3.4  "*■  *^'  ' 

on  peut  exprimer  Tintégrale  générale  de  Téquation  (5}^  qui 
est  linéaire,  par  y=C,yp  pourvu  que  l'on  considère  Ci, 
non  plus  comme  une  constante ,  mais  comme  une  fonction 
de  X  j  qu'il  faut  déterminer  en  appliquant  le  procédé  du 
n*  464.  On  obtient  ainsi  l'équation 

y.c'.+îc'y.  =  o,  ou    i..^+i.|=o, 

d^où,  par  deux  intégrations  successives. 


^1^ 


C|,c,  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Ainsi  l'inté- 
grale générale  de  l'équaticm  (5)  a  pour  expression ,  outre  la 
série  (6), 

468.  La  foiu)tion  déterminée  par  une  équation  différen- 
tielle peut  souvent  se  développer  en  série  procédsmt  suivant 
les  puissances  négatives  ou  fractionnaires  de  la  variable  in- 
dépendante. Quand  de  tels  développements  sont  possibles, 
on  les  obtient  parla  méthode  des  coefficients  indéterminés, 
dont  l'usage  est  presque  toujours  préféralde  à  l'emploi  direct 
de  la  série  de  Maclaurin ,  lors  même  que  le  développement 
est  susceptiMe  de  procéder  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  la  variable  indépendante,  ainsi  que  le  mon- 
trera l'exemple  suivant. 

Prenons  l'équation 

/  =  *jry,  (8) 

qui  comprend  comme  cas  particuliers  les  équations  (I) 
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et  (5)  :  il  s'agit  de  savoir  si  Ton  peut  en  représenter  Tinté-^ 
grale  parla  série 

y  =r  Aa;"  4-  A,a:'»  -h  A,a:*»  +  A,"-  +  etc., 

en  déterminant  convenablement  les  coefficients  A<  et  les 
exposants  a,  qui  peuvent  être  positifs  ou  négatifs,  entiers  ou 
fractionnaires. 

La  substitution^  de  cette  valeur  de  y  dans  Féquation  pro- 
posée doime 

Aa(«— !>«-*  4-  A.a.(«  ~4)a?".'-*  -k  A,«,C«,--l)a:'.~«  +  eto; 
c=  4Aa^+« +iA.a:«*+«  4- *A,^+«  +  etc. 

On  ne  peut  rendre  cette  équation  identique  qu'en  posant 

«(a-|)=0,  (9) 

A<«tf(a,— -1)  t=  4A.-j^ 

aa  moyen  de  quoi  tous  les  exposants  a,  sont  numérique^ 
ment  déterminés,  et  tous  les  coefficients  A^  s'expriment  en 
fonction  de  A,  qui  tient  lieu  de  constante  arbitraire. 

On  satisfait  à  l'équation  (9)  dedeux  manières,^  en  preiiant 
a=:0  et  a=  1 ..  A  ces  deux  solutions  correspondent  deux 
séries  distinctes,  chacune  renfermant  un  coefficient  arbi- 
traire^  et  qui  toutes  deux  vérifient  l'équation  (8)  dont  elles 
sont  des  intégrales  particulières.  La  somme  des  deux  sénés 
donne  donc  Tintégrale  générale  [455]  ;  et  si  l'on  désigne  par 
Go,  C)  les  valeurs  du  coefficient  A  qui  correspondent  respec- 
tivement à  a  =  0,  (x=l^on trouve  sans  difficulté,  pou£ 
l'expression  en  série  de  l'intégrale  complète, 

r 

y^  rj  I        *»**' I  *  •*'  +6tC  1 

•^  ^(n+4X«+8)     («+*J(«+«X2«+3)(*»+*)  - 

+C,x[4+_fï + zJL : +etc. 

Toutes  tes  fois  que  l'exposant  n  est  un  nombre  entîes 
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positif  9  cette  série  procède  suivant  les  puissances  entières 
et  positives  de  Xj  et  coïncide  nécessairement  avec  celle  que 
Ton  déduirait  de  la  formule  de  Maclaurin.  Cq  et  Q  repré- 
sentent alors  !/o  et  y  V  Si  Ton  fait  en  particulier  k=. — 1 , 
n=l,  on  retombe  sur  la  série  (2)  ;  et  cette  dernière  ma- 
nière de  Tobtenir  a  l'avantage  de  mettre  en  évidence  la  lof 
de  formation  des  coefficients  successifs. 

Lorsqu'il  reste  moins  de  coef&cients  indéterminés  dans  la 
série  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  l'ordre  de  l'équa- 
tion différentielle,  la  série  ne  représente  qu'une  intégrale 
particulière  :  c'est  la  preuve  qu'on  ne  peut  développer  la 
fonction  suivant  une  série  de  cette  forme^  qu'en  assujettis- 
sant implicitement  les  constantes  arbitraires  à  des  condi- 
tions qui  en  réduisent  le  nombre  et  qui  restreignent  la  géné- 
ralité de  l'équation  différentielle  proposée. 

Si  par  exemple,  on  supposait  dans  réquatioa(8)  k= — 1 , 
n= — 1 ,  ce  qui  la  ferait  coïncider  avec  l'équation  (5) ,  les 
différents  termes  de  la  série  qui  multiplie  Cq  deviendraient 
infinis  à  partir  du  second  :  ainsi  cette  série  dmt  être  sup- 
primée, comme  cessant  de  représenter  une  intégrale  parti- 
culière de  l'équation  (8)  ;  bien  entendu  que  la  série  qui 
multiplie  Ci  coïncide  alors  avec  celle  qui  multiplie  y\  dans 
l'équation  (7). 

469.  Conformément  à  la  remarque  du  n"*  461 ,  l'équa- 
tion (8)  s'abaisse  au  premier  ordre,  mais  en  cessant  d'être 
linéaire,  si  l'on  fait  y  =  e^"^ ,  ce  qui  donne  pour  la  transfor- 
mer en  z 

dz 

—  +  z*  =  kxr. 

ax 

Réciproquement,  étant  donnée  l'équation  du  premier 
ordre 

y' -h  ay«  =  ix",  (40) 

(qui  porte  le  nom  de  Riccaiij  et  qui  a  été  l'objet  de  beau- 
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cmp  de  recherches),  on  en  ramènera  Fintégralion  à  celle  de 
réqiiation  (8),  qui  est  plus  simple  à  cause  de  sa  forme  bino- 
miâle  et  linéaire,  en  posant 

1   du 

au  dx 

d'où,  pour  latransformée  en  ti, 

rf«u 

—  t=:  abuoc^^ 
dx*  * 

équation  identique  avec  (8)  lorsqu'on  remplace  u  par  y^  et 
oiparA:. 
Qa  ramène  encore  Téquation  (8)  à  la  forme 

X 

en  changeant  de  variable  indépendante  et  en  posant 
3     =<;  car  on  trouve  ainsi 

d*y         n      h  dy_       ky 

et  pour  faire  coïncider  les  équations  (1 1)  et  (i  2],  il  sufQt  de 
changera  en  x  et  de  prendre 

n  k 


Enfin  réquation 


rentre  encore  dans  les  équations  (8) ,  (10)  et  (11) ,  puisqu'il 
suffit  de  faire  y =x"ti,  pour  la  changer  en 

d*u      ^jtnt  du 

dx^       X   dx 
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Les  équations  (1 1)  et  (1 3)  se  présentent  dans  des  problèmes 
de  physique  mathématique ,  et  à  ce  titre  elles  offrent  plus 
d'intérêt  que  les  équations  (8)  et  (10)  dont  elles  sont  des^ 
transformées. 

470.  Si  nous  nous  étions  proposé  d'appliquer  directement 
à  réquation  (13)  la  méthode  suivie  pour  le  développement 
en  série  de  l'intégrale  de  Téquation  (8) ,  nous  aurions  eu  k 
rendre  identique  l'équation 

A[,(a—I)  -m(m-<)]x"-*  +A.[«.(flt.— 4)  —  Kf»»-!  )]**'"* 
+  A,[^,(.,-l)  -  fn(m -  4)]x««-*  +  eU. 
1=  AAx*  -4-  AAjX**  +  AA,ar"-  +  etc.  ; 
ce  qui  entraîne  les  conditions 

a(«_|)_m(îii— 4)  =  0,  (U) 

A.[«,(7|— I)  —  m{m—i  )]  =  AAw 

La  troisième  formule  devient  y  quand  on  remplace  a.  par  sa 
valeur  tirée  de  la  seconde, 

A,K«-.|)+  2i(2t  +  2a— I)  —  m(m-4)]  =AA,-i, 

ou  plus  simplement,  en  vertu  de  la  première  condition, 

8i(2t  +  ««— «)  Al  =  AA,.,.  («) 

Les  racines  de  léquation  (14)  sont  a^sm,  a=sl  — m  :  on 
trouve  en  conséquence  pour  la  valeur  de  Tintégrale  com- 
plète, exprimée  en  séries, 

hx*  h*x^ 

+^«"'"'f*  +2T3'^)+ii:(^^     +''^-^- 

*  47 1 .  Les  séries  que  Ton  vient  d'obtenir  ont  cela  de  remar- 
quable  qu'elles  peuvent  être  sommées  et  remplacées  par  des 
intégrales  définies  de  la  nature  de  celles  que  nous  avons 
considérées  dans  les  trois  derniers  chapitres  du  livre  précé- 
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dent.  Effectivement,  quand  on  fait  dans  la  fonnule  (v)'du 
n*309,  :r=r»,  fA=2a — 1,  v=2i,  il  vient 


cos**  ta  sin*"  6» 


2,:  +  2a-.« 

et  si  Ton  prend  0,  -n  pour  limites  des  intégrales ,  le  terme 
hors  du  signe/  s'évanouit  toutes  les  fois  que  a  est  une  quan- 
tité réelle  positive,  ou  une  quantité  imaginaire  à  partie  réeUe 
positive^  en  sorte  qu'on  a 


/ 


cos*'a»sin^"^ft.rf<i« 


=^LJ_  pcos*^^*  »  sin*""  '  «ifci.  (16) 

En  vertu  de  cette  dernière  relation,  l'équation  (15)  se 
trouve  satisfaite  si  l'on  pose 

A.  == : r— .  I     ces    »  sm**     '  udta  ; 

4.2.3...  I2t  — 1)«iJ  ,  ' 

et  par  miite  on  peut  mettre  l'intégrale  obtenue  sous  la  forme 

/^       hx*     ,         A'x* 

+  C.x"—  I    (•  +  j-j  co8*«+^^^  ^  ^cos*«  +  elc.)sin'-»-«irf«, 

en  attribuant  successivement  à  a  les  valeurs  m  et  1  — m, 
qui  sont  les  racines  de  l'équation  (14). 
Biaintenant  on  a 

Ax*  A*x*  h^x* 

1.2  1.2.3.4  4.2.3.4.5.6 

—  ces (v^— * .xj,  Â.C08 «)  «i  e'»^*''"*-  4  ie-'^*-^' ^^  ; 
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donc 


Cette  expression  peut  encore  se  simplifier  ;  car  on  a,  à  cause 
du  choix  des  limites  et  de  la  nature  des  fonctions  sin  &), 

COS  û9, 


0  «/     • 


donc 


Çy^i'f^^sin oao 


+  C.X*-"   r"(^* •  "^  •*  sin^-*"a,d«  «7) 

L'équation  (16)  ne  subsiste  que  sous  la  condition  que  oc 
désigne  une  quantité  réelle  positive ,  ou  ime  quantité 
imaginaire  à  partie  réelle  positive.  Donc,  pour  ne  considé- 
rer que  le  cas  de  la  réalité  des  valeurs,  Téquation  (17)  ne 
subsiste  que  sous  la  condition  que  m  et  1  — m  désignent 
des  nombres  positifs ,  ou  que  la  quantité  m  tombe  entre  les 
limites  0,  1.  Moyennant  cette  restriction,  Téquation  (17) 
donnera  Fintégrale  complète  de  l'équation  (13),  exprimée 
par  des  intégrales  définies. 

Aux  limites  m=0,  m=l,  l'équation  (13)  se  réduit  à 
y'*=%j  et  l'on  sait  que  dans  ce  cas  elle  a  pour  intégrale 
complète 

Quand  on'fait  dans  la  formule  (17)  m=:^ ,  elle  donne 
et  comme  les  deux  constantes  arbitraires  C©,  C\  se  confondent 
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enutie  seule,  on  n'a  plus  qa'une  intrégale  particulière. 
Cependant ,  même  dans  ce  cas ,  on  obtient  l'intégrale  com- 
plète par  un  artifice  de  calcul  déjà  employé  [460].  Faisons 
dans  le  terme  qui  multiplie  G09  tn={  et  dans  celui  qui 
multiplie  Q,  w=J  +^  •  ^  viendra 


%*Kfc.cosu>^^^ 


y  =  CoV/a?  j 

+  CV/i  p«*^*"-  '"•  "  {x  sin»^)-«rf.^. 


(«8) 


Or  on  a 


e.  c»  ' 


déserte  que  si  Fon  développe  l'expression  (IS)  suivant  les 
puissances  de  f,  et  qu'on  pose  Co+Gi=A,Ci£= — B,  il 
viendra 

+  Wi  P«*'^*  •  ""* "  log  {^sinMrf«  +  «BX. 

X  désignant  une  quantité  qui  conserve  une  valeur  finie 
quand  b  s'évanouit.  Donc,  si  l'on  pose  maintenant  £  =  0,  on 
aura 

+  B»/  î  P/^*  •  '"? "  (log  X  sin»a,)rf'., 

pour  Vintégrale  complète  del'équation  (13)  qui  devient  dans 
ce  cas 

*472.  Si  m  a  une  valeur  positive  plus  grande  que  l'unité, 
le  terme  affecté  du  coefficent  C| .  doit  être  supprimé  dans 
l'équalion  (17)  ;  et  au  contraire  on  ne  doit  conserver  que  ce 
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terme  quand  m  a  une  valeur  négative.  Dans  Pun  et  Tautre 
cas  on  n'obtient  donc  immédiatrâient ,  sous  forme  finie, 
qu'une  intégrale  particulière  de  l'équation  (13).  Soittf,  cette 
intégrale  particulière  dans  laquelle  on  aurait  fait^  pour  plus 
de  simplicité ,  la  constante  arbitraire  égale  à  l'unité  :  on 
trouveira,  par  im  calcul  semblable  à  celui  du  n*  467,  que 
l'intégrale  générale  est 

Si  l'on  pose  cos  o>=f ,  on  mettra  l'équation  (17)  sous  la 
forme 

réquation  (13)  aura  pour  intégrales  particulières,  dans  le 
cas  de  m  >1, 

et  dans  le  cas  m  <  0, 


(«) 


Il  est  clair,  d'après  le  n*  31 3,  que  quand  m  désigne  un  nom- 
bre entier  positif,  l'intégration  définie  indiquée  dans  la 
formule  (20)  s'effectue,  et  qu'il  en  est  de  même  de  l'intégra- 
tion indiquée  dans  la  formule  (21)^  lorsque  m  désigne  un 
nombre  entier  négatif.  Donc ,  toutes  les  fois  que  m  désigne 
un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  on  a  sous  forme  finie , 
et  dégagée  du  sigae/l  une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (13);  et  d'après  la  formule  (19),  la  déterminafion  de 
l'intégrale  générale  de  cette  même  équation  se  trouve  rame- 
née aux  quadratures. 
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*473.  Rappelons  maintenant  que  l'équation  de  Riccati 

y+ûy*=^x-  (40) 

^e  change,  lorsque  Ton  pose 

,      4     du 

au  dx  ' 

en 

équafion  qui  dei^ent  à  son  tour 

rf*tt     2m   du 

dt^  :    i     dt        ' 
et  enfin* 

rf't?     m{m — \) 

Jt 
qoand  on  pose 

Soit  m=±i,t  désignant  un  nombre  entier  positif  :  on  tirera 
de  la  seconde  des  équations  précédentes 

—  il 

(23) 


^,       v=hv,  (M) 


Lmtégrale  générale  de  Téquation  (22)  se  ramène  aux  qua- 
dratoreSy  toutes  les  fois  que  m  est  un  nombre  entier  positif  : 
donc  rintégrale  générale  de  l'équation  de  Riccati  est  aussi 
ramenée  aux  quadratures,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  com« 
prises  dans  la  formule  (23)  ;  ce  qu'on  trouverait  également 
en  cberchant  dans  quels  cas  Téquation  de  Riccati  se  prête  à 
ia  séparation  des  variables. 


CHAPITRE  IV. 

THÉORIE    DES    INTÉGRALES    SINGULIÈRES    DES   ÉQUATIONS    DIFFÉ- 
RENTIELLES  A   DEUX   VARIABLES. 


$  1*'.  Intégrales  singulières  des  équations  difTérentielles  du  premier  ordre. 
474.  Soit 

une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  dont  on  a  l'in- 
tégrale complète  sous  la  forme 

F(ar,»,a)=0,  (a) 

a  désignant  la  constante  arbitraire  introduite  par  l'intégra- 
tion :  d'après  ce  qû*on  a  déjà  vu  [liv.  IV,  chap.  II],  l'équa- 
tion 

résultant  de  l'élimination  de  a  entre  l'intégrale  (a)  et  Tune 
des  équations 

dF  dF 

— =0,       — =00.  |û) 

da       •      dy         '  ^' 

satisfait  encore  à  l'équation  (/*)  dont  elle  est  une  intégrale 
singulière  ;  à  moins  qu'elle  ne  se  confonde  avec  une  inté- 
grale particulière,  la  valeur  de  a  tirée  de  Tune  des  équations 
{a')  se  réduisant  a  une  constante,  ou  à  une  fonction  de  x^y 
qui  elle-même  se  réduit  à  une  constante  en  vertu  de  l'équa- 
tion (f  )  •  On  sait,  de  plus,  que  l'équation  {(f)  appartient  à  une 
ligne  qui  touche  ou  enveloppe  toutes  les  lignes  dont  le  sys- 
tème est  représenté  par  l'intégrale  générale  (a),  tant  que  le 
paramètre  a  conserve  son  indétermination. 
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De  là  résulte  une  règle  très  simple  pour  trouver  les  inté- 
grales singuUères  d'une  équation  différentielle  du  premier 
ordre,  dont  on  a  préalal/lement  déterminé  l'intégrale  géné- 
rale :  nous  disons  de  plus  que  ces  intégrales  singulières 
peuvent  être  assignées ,  sans  qu'on  ait  besoin  de  connaître 
l'intégrale  générale,  et  lors  même  qu'il  y  aurait  impossibilité 
d'assigner  à  l'intégrale  générale  une  expression  analytique 
sous  forme  finie,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire. 

Effectivement  la  ligne  enveloppe  qui  représente  l'intégrale 
singulière  ne  peut  exister  que  lorsqu'il  y  a  intersection  entre 
les  lignes  qui  représentent  des  intégrales  particulières ,  et 
qui  répondent  à  des  valeurs  distinctes  de  la  constante  arbi- 
traire. Donc,  pour  les  valeurs  de  x^y  relatives  à  ces  points 
d'intersection,  la  valeur  de  y'  en  x^y,  tirée  deTéquation  (/), 
doit  être  multiple  ;  c'est-à-dire  que  cette  équation,  supposée 
algébrique,  doit  être  du  second  degré  ou  d'un  degré  supé-- 
rieur  par  rapport  à  y',  après  qu'on  en  a  fait  disparaître  les 
radicaux. 

U  suit  de  là  qu'en  général  tous  les  points  correspondant 
à  des  valein^  de  x,y  qui  ne  rendent  pas  y  imaginaire,  sont 
les  points  d'intersection  de  deux  lignes  au  moins,  prises 
parmi  celles  qui  représentent  des  intégrales  particulières. 

Mais,  pour  les  points  situés  sur  l'enveloppe  ou  sur  la  ligne 
de  contact  de  toutes  ces  courbes ,  il  n'y  a  plus  d'intersec- 
tion ,  ou  du  moins  une  intersection  disparaît  :  donc  il  faut 
que  l'équation  (/*),  où  l'on  considère  y'  conune  l'inconnue, 
acquière  alors  des  racines  multiples,  ce  qui  entraîne  la  con-^ 
dition 

Donc  réciproquement  l'équation  {f)  détermine  la  relation 
entre  a;  et  y  qui  caractérise  la  ligne  de  contact  ou  l'intégrale 
singulière. 

T.  II.  47 
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Prenons  pour  exemple  F  équation  différentîeUe 

qui  a  pour  intégrale  générale  • 

a  désignant  la  constante  arbitraire. 

La  première  équation  (a')  donne  dans  ce  cas  a = — y,  et 
cette  valeur  de  a,  substituée  dans  l'équation  (2] ,  donne 
pour  intégrale  singulière  x^-^-y* — r*=0.  Or,  sans  qu'on 
ait  besoin  de  connaître  l'intégrale  (2),  l'équation  (f  )  fournit 
la  relation 

et  cette  valeur  de  y\  substitué  dans  l'équation  (1),  repro- 
duit l'intégrale  singulière  déduite  en  premier  lieu  de  l'inté^ 
grale  générale. 

475.  Le  succès  de  cette  méthode  tient  à  ce  que  l'équatioii 
différentielle  est  préparée  de  manière  à  ne  pas  contenir  de 
radicaux.  Si  au  contraire  elle  était  résolue  par  rapport  à  y  y 
ou  mise  sous  la  forme  y'=f  (^9^)9  la  méthode  se  trouverait 
en  défaut.  Mais  il  faut  remarquer  que  lorsqu  on  différentie 
l'équation  (/*)  par  rapport  à  y  et  par  rapport  à  x,  en  y  coD' 
sidérant  y'  comme  une  fonction  des  variables  x^y,  déter- 
minée implicitement  par  cette  équation,  on  a 

dy  dy' dy'^     dx  dx' dy'* 

Or,  la  valeur  de  1/  en  :r  qui  appartient  à  l'intégrale  singulière, 

A  f 

fait  évanouir  -7^  :  donc  la  même  valeur  doit  rendre  infinis 

dy' 

les  coefficients  différentiels  j^,  y^,  après  qu'on  y  a  substi- 
tué pour  y'  sa  valeur  en  x,y^  tirée  de  l'équation  {[).  Par 
conséquent,  si  l'on  peut  déduire  des  équations 
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dy  '        dx  ' 

une  valeur  de  t/  en  a;  qui  satisfasse  aussi  à  Téquation  (/*), 
cette  valeur  reproduira  l'intégrale  singulière. 

Par  exemple,  l'équation  (1) ,  résolue  par  rapport  à  y\ 
donne 

y'=f(ar,j)  =^3^(ï  =fc  V^?+7=P), 
d'où 

dS[x,y)  ^^     X      t/g'+y* — y^d=y 
""dy        V— r»'    i/a:«  +  y«  — r«""* 

df(ar,y)^-(x>+r')yt/x'  +  y«  — r'q=r»(j:*  +  y«  — r«)q=:c«yV 
£te  (««_r«jV?+y'  — r»  ' 

et  ces  valeurs  deviennent  infinies  quand  on  pose 

ce  qui  satisfait  à  Téquation  (1)  dont  on  obtient  ainsi  l'in- 
tégrale singulière. 

476.  Quand  on  différentie  l'équation  (/*),  en  y  traitant 
y^y'  comme  des  fonctions  implicites  de  x,  il  vient 

Tx  +  Tyy^T/  =  '^  (^^ 

d'où  ^ 

Mais  la  valeur  de  t/  en  «  qui  donne  l'intégrale  singulière , 

annule  ~,  et  réduit  l'équation  (/^)  à 

df  .  df  , 

donc  cette  même  valeur  de  y  en  a;  met  sous  la  forme  J  la 
valeur 

donnée  par  Téquation  (c)  ;  ce  qui  fournit  encore  im  autre 
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procédé  pour  trouver  l'intégrale  singulière.  En  effet ,  Ton 
posera 

?(^.y,y ') = 0,  +(x,yy  )  =  o  ; 

I 

puis  on  éliminera  successivement  y'  entre  chacune  de  ces 
deux  équations  et  la  proposée  (/*).  Si  les  deux  équations 
résultantes  ont  un  facteur  commun,  ce  facteur  donnera  l'in- 
tégrale singulière  cherchée. 

En  opérant  de  cette  manière  sur  l'équation  (1)  ,  on 
trouve 


y"= 


y'(x«  — r*)  — iry' 

L'élimination  de  tf  entre  la  proposée  et  chacime  des 
équations 

donne  pour  résultantes  où  le  facteur  commun  est  en  évi- 
dence, 

*477.  Il  est  essentiel  de  remarquer  que  la  considération 
géométrique  sur  laquelle  on  s'est  fondé  dans  les  trois  n"  qui 
précèdent,  s'applique  à  toutes  les  lignes  de  contact  des 
courbes  données  par  l'intégrale  générale,  aussi  bien  à  celles 
qui  pourraient  exceptionnellement  représenter  des  inté- 
grales particulières  qu'à  celles  qui  représentent  des  inté- 
grales singulières.  Ainsi ,  après  qu'on  aurait  cherché  les 
intégrales  singulières  par  l'un  des  procédés  indiqués  ci- 
dessus,  il  faudrait  en  outre  s'assurer  qu'on  ne  peut  pas  les 
faire  rentrer  dans  l'intégrale  générale ,  en  particularisant 
convenablement  la  constante  :  vérification  impossible,  tant 
que  l'intégrale  générale  n'est  pas  donnée.  Le  caractère  dis- 
tinctif  des  intégrales  singulières  doit  donc  se  tirer  de  consi- 
dérations analytiques,  et  pour  cela  il  faut  reprendre  la  ques- 
tion d'un  nouveau  point  de  vue. 
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Considérons  une  équation  différentielle  du  premier  ordre, 
mise  SOUS  la  forme 

y'-f(^,y)=0,         .  (d) 

à  laquelle  satisfait  l'équation  ^  =  X,  X  désignant  une  cer- 
taine fonction  de  x,  sans  constante  arbitraire,  de  sorte  qu'on 
ait  identiquement,  quel  que  soit  x , 

g-f(x,X)=a.  (fi) 

Pour  que  l'équation  î/=X.  coïncide  avec  ime  intégrale 

particulière,  il  faut  que  l'intégrale  générale  puisse  être  mise 

sous  la  forme 

y=X  +  «y,  (g) 

s  désignant  la  constante  arbitraire ,  et  <p  une  ibnction  de  x 
et  de  e,  qui  ne  s'évanouit  ni  ne  devient  infinie  pour  e=0. 
On  aura  en  même  temps 

f(^,y)=f(^,X)  +  W*.ir,  (A) 

k  désignant  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  e  qui 

«oit  facteur  de 

f(x,X  +  cy)  -  f(a?.X), 

et  ?r  indiquant  une  fonction  de  x  et  de  ef^  qui  ne  devient 
point  nulle  ou  infime  pour  £  =s  0.  Posons 

f = f  o+«°^?i  +  «"•fi+etc., 

ircair,  +  {tf)^*ir^+(tf)^Bn^+  etC.,' 

en  désignant  par  ^^^tt^  des  fonctions  de  x,  et  par  «,,  /3,  des 
exposants  positifs  formant  une  série  croissante  :  puisque  la 
fonction  f  est  donnée ,  on  connaîtra  le  développement  de 
l[x,X^€<f)  suivant  les  puissances  de  59  ;  et  par  conséquent 
les  fonctions  7r„  ainsi  que  les  nombres  ft,  sont  censés  con- 
nus :  il  s'agit  de  déterminer  les  fonctions  (fi  et  les  exposants 
a,  de  manière  à  satisfaire  à  l'équation  {h)  indépendamment 
def. 
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Qr,  la  substitution  donne,  après  qu'on  a  supprimé  les 
termes  qui  se  détruisent  en  vertu  de  l'équation  (e), 

= Af  •+•"•?.  +  «"'f. + etc.)*ir,  ^  ^*' 

+  •*"^^<f  0+ «N.  +  «"'f  «  +  etc.)*+P.,r,  +  etc . 

Supposons  t  =  I  :  on  aura,  pour  déterminer  ço,  l'équa- 
tion 

—=f^it^,    d'où    f^  =  /      j 
il  faudra  poser  ensuite 

et  en  continuant  ainsi,  on  déterminera  de  proche  en  proche 
toutes  les  quantités  qui  entrent  dans  le  développement  de  y, 
c'est-à-dire  qu'on  développera  l'intégrale  générale  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  e. 

Soit  ft  >  1  :  on  ne  pourra  rendre  Téquation  (a)  identique 
qu'en  posant  d^abord 

~^0,    OU    f^eonst. 

PrenoïB,  pour  plus  de  simplicilé,  cette  constante  égale  à 
Tunité  :  on  fera  ensuite 

«.=  *,    («.  +  0g=».,    d'où   ,,=_±-/^.rfr; 

et  en  prolongeant  le  même  calcul ,  on  obtiendra  encore  suc- 
cessivement tous  les  termes  du  développement  de  l'intégrale 
générale. 

Mais  si  l'on  a  au  contraire  A  <  1 ,  il  sera  impossible  de 
rendre  l'équation  (a)  identique  :  par  conséquent  la  solution 
y = X  ne  pourra  pas  résulter  de  l'intégrale  générale  moyen- 


DES  ÉQUATIONS  INTÉGRALES  SINGULIÈRES.  Ï63* 

nant  la  particularisation  d'une  constante  arbitraire  ;  ce  sera- 
donc  une  intégrale  singulière  da  la  proposée. 

Or,  d'après  ce  qu'on  a  vu  sur  les  cas  de  défaut  de  la 
série  de  Taylor  [106],  la  valeinr  X,  pour  laquelle  l'exposant 
ft  est  <  1 ,  rend  infinie  la  dérivée 

dt(x^)_dy' 
dy        dy* 

donc  l'équation  j^=i  00  est  le  véritable  critérium  des 

intégrales  singulières^  et  les  renferme  toutes  comme  fac- 
teurs ,  à  l'exception  de  celles  qui  seraient  de  la  forme 
x^=^const.f  et  qu'on  obtiendra  en  traitant  dans  la  proposée, 
la  variable  y  comme  indépendante. 

Par  conséquent»  en  nous  reportant  aux  équations  (6),  si- 
tes valeurs  de  i/  en  ^  qui  font  évanouir  j^,  conservent  aux 

dérivées  ^,  —  des  valeurs  finies ,  ces  valeurs  appartien- 
dront à  des  intégrales  singulières  de  (/*)  ;  mais  si  elles 
annulent  ces^  mêmes  dérivées ,  il  faudra  chercher  par  les 
procédés  ordinaires  les  valeurs  des  seconds  membres  des 
équations  (fr),  qui  se  présentent  alors  sous  forme  indéter- 
minée. Quand  ces  valeurs  seront  infinies,  les  solutions  qu'il 
s'agit  d'éprouver  constitueront  encore  des  intégrales  singu* 
Uères  ;  sinon,  eUe  rentreront  dans  la  catégorie  des  intégrales 
particulières,  et  néanmoins  continueront  de  représenter  des 
lignes  enveloppes. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner ,  d'après 
Poisson,  n'est  pas  exempte  des  difficultés  attachées  à  l'em- 
ploi des  séries  qui  peuvent  devenir  divergentes  :  nous  au- 
rons encore  à  revenir  sur  ce  sujet ,  en  parlant  de  la  con- 
struction des  équations  différentielles. 

*478.  Par  les  équations  (ci),  (e),  (g),  (fe),  on  a 
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d(y-x) 


dx 


=  f(x,y)  -  f(x,X)  =  {trf*,r  =  (y  -  X)V; 


et  si  Ton  change  de  variables  en  posant  y — X=m,  celte 
équation  devient 

du 

dx 

TT  désignant  alors  une  fonction  des  variables  x^u,  qui  n^ac- 
quiert  pas  une  valeur  nulle  ou  infinie  pour  u  =  0.  Nous 
pouvons  encore  changer  de  variables  et  prendre  à  cette  fin 
tt*"*=v,  ce  qui  mettra  l'équation  différentielle  sous  la 
forme 


,,1(|.(,_*).)  =  0. 


Pour  /f<  1,  cette  dernière  équation  se  décompose  d'^elle^ 
même  en  deux  autre^*! 

dx 

La  première,  qui  équivaut  h  y — X=  0,  donne  l'intégrale 
singulière  ;  la  seconde  au  contraire  ne  peut  plus  être  satis- 
faite par  cette  intégrale  singulière',  puisque  tt  est  une  fonc- 
tion qui  ne  s'évanouit  pas  avec  v. 

Donc,  lorsqu'une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
comporte  une  intégrale  singulière,  on  peut  par  un  change- 
ment de  variables  la  transformer  en  une  autre,  où  l'inté- 
grale singulière  apparaît  comme  facteur  commun  ;  de  sorte 
qu'après  la  suppression  de  ce  facteur,  la  transformée  n'a 
plus  d*intégrale  singulière,  et  représente  dans  un  système 
de  coordonnées  rectangulaires  une  série  de  lignes  qui  n'ont 
pas  d'enveloppe. 

*479.  Appliquons  ceci  à  Téquation 

y'*— 45:y'  +  4y  =  0.    ou     tf  z=:i(x±\/P=il  (3) 
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dont  rintégrale  générale  est 

y  =  Sox—  a*,  (4) 

et  qui  représente  en  conséquence  un  système  do  droites 
ayant  pour  ligne  de  contact  la  parabole  x^ — y  ==  0.  Faisons 
^ —  y  =  u=v^  :  l'équation  (3)  deviendra 

du  .  /dv        \ 

-==F«V-,    ou    f(^±<)=0. 

Après  la  suppression  du  facteur  v,  il  restera  l'équation 
^  ^  i  =  0,  qui  a  pour  intégrale  générale 

v^  +  ix  —  a),  (5) 

et  qui,  lorsqu'on  prend  x  pour  abscisse,  et  v  poiu*  ordonnée 
rectangulaire ,  représente  un  système  de  droites  parallèles , 
n'ayant  point  par  conséquent  de  ligne  de  contact.  D'ailleurs, 
si  Ton  substituait  pour  y  sa  valeur  en  v  et  x  dans  l'équation 
(4),  on  retomberait  sur  l'équation  (5). 

L'application  de  cette  méthode  à  l'équation  (1)  ne  serait 
pas  exempte  de  quelques  difficultés ,  dans  le  cas  où  l'on 
voudrait  conserver  x  comme  variable  indépendante.  Mais 
si  Ton  met  cette  équation  sous  la  forme 

(a^  —  r*)dy  =  xda:{y  =fc  V/a:"  +  y'  — H), 

et  si  Ton  chasse  ensuite  a^  et  xdx  au  moyen  des  équations 
auxiliaires 

^*  +  y*  —  ^  =  «S    xdx  +  ydy  =  udu, 

elle  prendra  la  forme  très  simple  u(dii  i^:  rft/)  =  0  ;  de  sorte 
qu'après  la  suppression  du  facteur  u^  elle  ne  comportera 
plus  d'intégrale  singuUère. 

'480.  Inversement,  on  peut  transformer  une  équation 
différentielle  qui  n'admet  pas  d'intégrale  singulière,  de 
manière  qu'après  la  transformation  elle  admette  pour  inté- 
grale singulière  une  équation  donnée.  Soit ,  par  exemple, 
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dv 
réquation  trouvée  ci  dessus  —  ifc  1  =  0 ,  dans  laquelle  il 

s^agit  de  substituer  pour  v  une  fonction  de  x  et  d'une  nou- 
velle variable  z^  telle  qu'après  la  substitution ,  Téqu^tion 
résultante  admette  pour  intégrale  singulière  l'équation  li- 
néaire 

z  —  fiu:  =  0.  (6) 

On  multipliera  la  proposée  par  {z — mx)  %  k  désignant  un 
nombre  compris  entre  zéro  et  l'unité,  ce  qui  la  changera  en 

(z  —  mxydv  +  (2  —  tnxydx  =  0.  P) 

Cela  fait^  déterminons  la  variable  z^  qui  doit  être  fonction 
de  t;  et  x,  de  manière  qu'on  ait 

dz 

---s=(z — tnxY  - 

dv 

il  viendra  par  l'intégration 

{z  —  mxY-^ 

X  désignant  une  fonction  arbitraire  de  a:  ;  et  par  suite 

dz  —  mdx =(z  —  mxY(dv  +  dX). 

Tirons  de  là  la  valeur  de  dv  et  substituons-la  dans  Féquatioit 
(7)  :  celle-ci  deviendra 

dz  —  mdx  —  (z — mxYidK  +dx)  =  0 , 

et  il  est  visible  que  l'équation  (6)  y  satisfera  comme  inté- 
grale singulière. 

*481.  Nous  avons  vu  [448]  que  l'équation  du  premier 
ordre 

ysary  +  ^y 

étant  soumise  à  une  seconde  différentiatiôn ,  donne  l'équa- 
tion du  lâecond  ordre 
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qui  se  décompose  immédiatement  en  deux  facteurs ,  dont 
run  fournit  l'intégrale  générale,  et  l'autre  l'intégrale  singu- 
lière de  la  proposée.  Il  faut  généraliser  ce  fait  de  calcul,  et 
montrer  que  lorsqu'une  équation  du  premier  ordre  admet 
une  intégrale  singulière,  on  peut  toujours  la  mettre  sous 
une  forme  telle  que  sa  dérivée  se  décompose  en  deux  fac- 
teurs, dont  l'un  donne  l'intégrale  singulière,  par  l'élimina- 
tion de  y  avec  la  proposée,  tandis  que  l'autre,  qui  est  an- 
nulé par  la  valeur  de  y  en  a;  tirée  de  l'intégrale  générale,  ne 
Test  plus  par  la  valeur  tirée  de  l'intégrale  singulière. 
L'équation 

-+-,'  =  0,  («M 

étant  résolue  par  rapport  à  a  donnera 

a=ir(j:,yy);  (t) 

et  si  Ton  substitue  cette  valeur  de  a  dans  l'équation  (a) , 
réquation  résultante 

équivaudra  à  l'équation  (/*),  en  ce  sens  que,  si  elles  ne  se 
confondent  pas,  on  passera  de  l'une  à  l'autre  en  multipU^t 
le  premier  membre  de  la  première  par  une  fonction  conve- 
nablement choisie  des  variables  x,  y,  y'.  Or,  en  différen- 
tiant  l'équation  (;),  l'on  a 

dF     dF  ^      dF/dn     dit    ,      dir     \ 

et  de  plus  la  somme  des  deux  premiers  termes  est  identi- 
quement nulle,  puisqu'on  a  substitué  pour  a,  dans  la  fonc- 
tion F,  sa  valeur  tirée  de  l'équation  {a\)  :  donc  la  dérivée 
de  l'équation  (j)  se  réduit  à 


F/rfir      dit         dK     \ 

rAdi  +  Ty''^d^'')='' 
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et  se  décompose  eadeux  facteurs 

/  =  0,  0.) 

dit 

dit    .   dn    ^        dir     „        ^ 

L'équation  (j,),  qui  est  du  second  ordre,  a  évidemment 
pour  intégrale  du  premier  ordre  l'équation  {j)  ;  et  l'élimina- 
tion de  y'  entre  les  équations  (i)  et  (;)  aura  lieu  si  Ton  éli- 
mine TU  entre  les  mêmes  équations,  ou  si  Ton  remplace  7, 
par  a  dans  l'équation  (/"),  c'est-à-dire  que  cette  élimination 
donnera  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 

De  même  l'élimination  de  y'  entre  les  équations  (t)  et 
(ji)  s'opérera  par  l'élimination  de  tt  entre  les  mêmes  équa- 
tions, ou  par  l'élimination  de  a  entre  l'équation  (a)  et  sa 
dérivée  par  rapport  à  a  :  elle  conduira  donc  à  l'intégrale 
singulière  de  la  proposée,  ou  du  moins  à  l'équation  d'une 
ligne  de  contact  des  courbes  qui  en  représentent  les  inté- 
grales particulières. 

On  voit  aussi  par  ce  calcul  que  la  valeur  de  y  en  a;  tirée 
de  l'intégrale  singulière,  laquelle  donne  pour  y  une  valeur 
qui  vérifie  la  proposée,  ne  donne  pas  pour  y  une  valeur 
propre  à  vérifier  l'équation  (jj),  ni  par  conséquent  pour  y'", 
y",  etc.,  des  valeurs  propres  à  vérifier  les  dérivées  succes- 
sives de  la  proposée. 

Appliquons  cette  analyse  à  l'équation  (2)  :  on  am^ 


d'où 


ir  =  ?     F(x,î,..)  =  a:«-^-^-r«  =  0,  (8) 


équation  qui  se  confondrait  avec  (1)  par  l'expulsion  du  dé- 
nominateur tp.  La  différentiation  de  l'équation  (8)  donne 
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y    ■   xyy"        X        ^» 

y'      y'*      y'*      y"  ~  ' 

ou  bien 

("'•^?)(?-f)=''- 

La  valeur  de  y'  tirée  de  l'équation  y  -f-  -=  0,  et  substituée 

y 

dans  la  proposée,    donne  Tintégrale    singulière 

L'autre  facteur  est  la  dérivée  par  rapport  à  a;  de  la 
fonction  -;  :  Fintégralion  donne  donc  —  =  a  ;  et  cette  va- 

y  V 

leur  de  y',  substituée  dans  la  proposée,  reproduit  Téqua- 

rion  (2). 

'  *$  s.  Intégrales  singulières  des  équations  différentielles  des  ordres 

supérieurs. 

482.  Soit 

F(a:.yyy,...y'-»  =  o  (K) 

une  intégrale  première  de  l'équation   de  Tordre  n  +  l 

û  désignant  la  constante  arbitraire  introduite  par  Fintégra- 
lion :  si  Ton  élimine  a  entre  l'équation  (K)  et 

dF 
réqoation  résultante 

satisfera  aussi  à  l'équation  {k)  et  en  sera  une  intégrale  sin- 
gulière ,  sauf  le  cas  exceptionnel  où  la  valeur  de  a  tirée  de 
Téquation  (K)  se  réduirait  à  une  constante^  immédiatement 
ou  en  vertu  de  l'équation  (x),  ainsi  qu'on  l'a  expliqué  pour 
les  équations  du  premier  ordre. 
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L'équation  [k)  a  n  intégrales  premières  de  Tordre  n,  que 
l'on  peut  représenter  par 


Or,  si  l'on  élimine  respectivement  les  constantes  arbitraires 
de  chacune  de  ces  intégrales^  au  moyen  des  équations  dé- 
rivées 

_it=0,     — -=0,...-r-=0, 
da^  aoi  aa, 

on  retombera  toujours  sur  la  même  intégrale  singulière. 

Pour  fixer  les  idées,  considérons  une  équation  du  second 
■ordre 

dont  l'intégrale  complète  soit 

F(x,y,(i„a,)  =  0,  (L) 

aifOi  étant  les  constantes  introduites  par  les  deux  intégra- 
tions successives. 

Par  la  théorie  générale ,  on  aura  les  deux  intégrales  du 
premier  ordre ,  en  éliminant  alternativement  a^  et  a,  entre 
l'équation  (L)  et  sa  dérivée 

que,  pour  plus  de  conmiodité,  nous  représenterons  par 

Cette  élimination  donnera 

F*(^.yy>«i)  =  0>    F.(a:,y,y\û«)  =  0; 
puis  on  aura  les  intégrales  singulières  du  premier  ordre,  en 
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chassant  a,  et  a,  de  chacune  de  ces  équations,  au  moyen  des 
suivantes 

Supposons  que  ce  soit  l'intégrale  singulière  donnée  par 
F,  que  nous  voulions  obtenir  :  le  calcul  indiqué  revient  à 
éliminer  a„  a,  entre  les  équations  (L),  (f),  et  la  dérivée  de 
<:elle-ci 

d(    ,    dt    da,      ^ 

prise  par  rapport  à  a^  et  a, ,  mais  en  considérant  a,  comme 
une  fonction  de  a,,  implicitement  déterminée  par  Téqua- 
iion  (L).  On  a  donc 

da,  rfF    dF 

da^  da^  da^ 

ce  qui  change  l'équation  (f  )  en 

dF^,  ^  _  dF     rff  _ 

da/  da.       da.*  da,~    '  ^^«'«^ 

Ainsi  l'intégrale  singulière  cherchée  résulte  de  l'élimination 
de  ai^o,  entre  les  équations  (L),  (f),  (f ,,,)  ;  et  comme  la  der- 
nière équation  ne  changerait  pas  par  la  permutation  des 
indices^  la  proposition  se  trouve  démontrée.  Il  est  facile 
d'étendre  cette  démonstration  aux  équations  d'un  ordre 
quelconque. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  du  second  ordre 

y»»  — JL«L+<=0,  (9) 

X 

qui  a  pour  intégrale  complète 
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et  pour  ses  deux  intégrales  du  premier  ordre 

Fi=a:«  — 2aiy'+aî  =  0,  (10) 

(2x*^  S 

Les  équations  (L',.t)  deviennent 

et  Ton  a  par  l'ëlimination 

La  seconde  équation  comprend  la  première  et  n'a  pas  plus 
de  généralité  :  car,  si  Ton  égale  à  zéro  le  facteur  y — xy'j 
on  en  tire  une  valeur  de  y'  qui  ne  satisfait  pas  à  l'équation 
proposée  du  second  ordre. 

483.  Le  théorème  du  n*"  481  s'applique  sans  difficulté 
aux  intégrales  singulières  des  équations  d'un  ordre  quel- 
conque. Admettons  que  la  proposée  soit  du  second  ordre  et 
représentée  par  l'équation  (Z),  en  sorte  qu'elle  ait  pour 
l'une  de  ses  intégrales  du  premier  ordre 

F.(a:,yy,a.)=0:  \  (L«) 

en  chassant  a  au  moyen  de  l'équation 

rfF      rfP  dF 

dx^  dy^  ^  dy'^         '  ^    *^ 

qui  donne 

a,  =r  if(x,y,y'y"), 

on  a  l'équation  du  second  ordre 

identique  avec  la  proposée  (Z),  ou  qui  n'en  diffère  que  par 
la  présence  d'un  facteur  commun,  fonction  de  a;,  y,  y', y'. 
D'un  autre  côté,  en  chassant  a,  de  l'équation  (LJ  par  sa 

dF 
valeur  tirée  de  j-^  =  0,  on  a  Tintégrale  singulière.  Or,  si 
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Ton  difiérentie  réquation  (tt),  en  supprimant  les  termes  qui 
disparaissent  en  vertu  de  l'équation  (L'J,  il  vient 

dF  /dit  ,  dn    ,  ,  dir     _  ,    dit    ,,  \ 

et  la  démonstration  s'achève  comme  dans  le  n'  cité.  On  en 
conclut  de  même  que  la  valeur  de  y'  en  x,y,  tirée  de  l'inté- 
grale angulière,  laquelle  donne  pour  y"  une  valeur  qui  vé- 
rifie la  proposée,  ne  donne  pas  pour  y'",  y'^,  y"^  etc.,  des 
valeurs  propres  à  vérifier  les  dérivées  successives  de  la  pro- 
posée. 
En  prenant  pour  f  =  0,  F,  =  0,  les  équations  (9)  et  (1 0), 

ona7r=:-^,  d'où 

y" 

équation  qui  se  confondrait  avec  (9),  si  l'on  en  multipliait 
tous  les  termes  par  — .  La  différentiation  de  l'équation  (11) 

Su 

donne 


ou  bien 


y'^  y"*    '*' y'*      y'"       ' 


'MH)('"-'>'- 


La  valeur  de  y'  tirée  de  l'équation 

et  substituée  dans  Véquation  (11),  ramène  l'intégrale  singu- 
lière x^ — 1/'*  =  0.  D'autre  part,  de  l'équation  du  troisième 
ordre 


.«r 


T.  n.  ^8 
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on  tire,  en  intégrant, -;  =  aj  ;  et  cette  valeur,  substituée 

«F 

dans  l'équation  (11),  reproduit  l'intégrale  (10). 

484.  L'équation  (x),  qui  est  de  Tordre  n,  comporte  une 
intégrale  générale  de  l'ordre  n  —  1 

et  comme  cette  intégrale  doit  satisfaire,  non-seulement  à 
l'équation  (x),  mais  à  toutes  ses  dérivées,  il  en  résulte  qœ 
les  valeurs  de  y^*\  î/^*"*"^^  tirées  de  l'équation  (<>),  coïncident 
avec  celles  qu'on  tirerait  de  l'équation  (x)  :  par  conséquent 
l'équation  (<t)  satisfait  à  la  proposée  (A),  aussi  bien  que  (x). 
Concevons  maintenant  que  l'équation  (x)  ait  une  intégrale 
singulière 

d'après  la  remarque  du  tf  précédent ,  on  en  tire  pour  j/*+'^ 
ime  valeur  qui  ne  coïncide  pas  avec  celle  que  fournirait  la 
dérivée  de  (x)  r  donc  l'équation  (^)  qui  satisfait  comme  inté- 
grale singulière  à  l'équation  (x),  ne  satisfait  pas  à  la  propo- 
sée [U)  dont  (x)  est  déjà  une  intégrale  singulière. 

On  prouve  encore  la  même  chose  par  le  raisonnement 
suivant,  que  nous  appliquerons,  pour  plus  de  clarté,  à 
l'équation  du  second  ordre 

Son  intégrale  singulière  du  premier  ordre 

résulte,  comme  on  Ta  dit,  de  l'éliminatiçn  de  a^^a^  entre 
les  équations  (L),(f)  et  (f|,t)*  ^^^  ^  (^?y)=0  une  inté- 
grale singulière  de  (X)  :  nous  disons  que  cette  intégrale  ne 
diffère  pas  de  l'équation  qu'on  obtiendrait  en  éliminant  a^, 
a,,  entre  l'équation  (L)  et  ses  dérivées 
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En  effet ,  rêquation  ainsi  obtenue  satisfait  au  système  des 
équations  (L),  (L'),  (f',.,),  et  par  conséquent  vérifie  l'équa- 
tion (X)  dont  elle  est  l'intégrale  singulière ,  attendu  qu'elle 
ne  contient  pas  de  constante  arbitraire. 

Maintenant  on  sait  que,  pour  obtenir  Téquation  ({) ,  il  faut 
éliminer  a^Ja^  entre  l'équation  (L)  et  ses  dérivées  du  pre^ 
mier  et  du  second  ordre,  prises  en  traitant  a^  jû^  conune  des 
constantes,  savoir 

dp      rfF 

Quand  a^  ,a,  ne  sont  plus  des  constantes,  mais  des  fonctions 
de  x,y,  déterminées  par  les  équations  ((L)),  l'équation  (L') 
est  encore  satisfaite  ;  mais  l'équation  (L^  ne  l'est  plus,  et 
par  suite  l'équation  (/)  ne  peut  pas  l'être. 
485.  Prenons  comme  exemple  Téquation 

y-^'-(y'-^T+^-/*==o,  (42) 

qui  a  pour  intégrale  seconde 

y\a,x''^a^—{al  +  al)  =  0,  (43) 

pour  intégrales  du  premier  ordre 

et  pour  intégrale  singulière  du  même  ordre 

ï(«+«^+~(^  +  «)y'-y''=0.  (U) 
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En  résolvant  cette  dernière  équation  par  rapport  à  y%  on 
[a  met  sous  la  forme 


=  2V/T-F?,  (15) 


d*oÎL  en  intégrant, 
l/46y  +  4arM-a:*=arV/r=fâ?  —  log  (V/r=F?  —  x)  +c.  (16) 

L'équation  (16)  satisfait  à  la  proposée  (12)  ;  mais  comme 
elle  ne  contient  qu'une  constante  arbitraire  c,  et  qu'elle  ne 
peut  pas  rentrer  dans  l'intégrale  générale  (13)  par  un  choix 
convenable  des  constantes  a^j  a^j  elle  constitue  encore  une 
intégrale  singulière  de  la  proposée. 

L'équation  (14)  comporte  elle-même  une  intégrale  singu- 
lière,  qu'on  trouverait  en  faisant  usage  des  méthodes  indi- 
quées ci-dessus,  mais  que  l'on  déterminera  plus  simple- 
ment en  formant  les  équations  ((L')),  qui  deviennent  alors 

Les  valeurs  de  a,  ,a,  qu'on  en  déduit,  étant  reportées  dans 
l'équation  (13),  il  vient 

et  cette  dernière  équation  satisfait  visiblement  aux  équa- 
tions (14)  ou  (15),  mais  non  pas  à  la  proposée  (12). 

486.  L'équation  (x)  comprend  en  général  les  dérivées 
de  y  y  jusqu'à  t/^*'  inclusivement  ;  mais  il  peut  arriver  aussi 
que  y^*^  disparaisse  de  la  fonction  (f ,  et  alors  cette  même 
équation  est  une  intégrale  singulière  de  la  proposée,  de  l'or- 
dre n  —  1 .  Elle  serait  une  intégrale  singulière  de  l'ordre 
n — 2,  si^^*^^  disparaissait  également  de  la  fonction  y,  et 
ainsi  de  suite. 

Soit,  par  exemple,  Téquation  du  second  ordre 

{xy^^)  (xy '•  -  yy'  +  ixyy^  ~  xy(y  -f  xy^y'^  =  0, 
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qui  a»  pour  Tune  de  ses  intégrales  complètes  da  premier 
ordre,  Téquation 

yy'«-«a,xyy'  +  ûîa:  =  0.  (17) 

On  formera  Tintégrale  singulière  de  la  proposée,  en  chas- 
sant a,  de  l'équation  (17),  au  moyen  de  sa  dérivée  prise 
par  rapport  à  a^  •  Ce  calcul  donne 

d^où  les  trois  solutions 

»'  =  0,    y  =  0,    ary  — f=0, 

qui  sont  trois  intégrales  singulières  de  la  proposée^  la  pre- 
mière du  premier  ordre  et  les  deux  autres  algébriques^  ou 
de  Tordre  zéro. 

487.  Les  valeurs  de  jf^*^  en  x^y^g^y .  .  .  y^^^^^  qui  vérir 
fient  réquation  (i),  et  qui  rendent  infime  la-  dérivée 

tirée  de  cette  même  équation  {k\  sont  des  intéjgrales  singu- 
lières de  la  proposée ,  de  Tordre  n,  et  toutes  les  intégrales 
singulières  de  l'ordre  n-  doivent  rendre  infinie  la  dérivée 
(n).  D'autres  conditions  sont  encore  exigées  ^  si  l'intégrale 
singulière  s'abaisse  accidentellement  à  un  ordre  inférieur  : 
mais  nous  renverrons  pour  ces  détails,  qui  sortent  des 
éléments,  aux  Leçons  de  Lagrange  sur  le  calcul  des  fonc- 
tions, et  plus  particulièrement  encore  à  un  mémoire  de 
Poisson ,  inséré  dans  le  1 3*  cahier  du  Journal  de  V École 
polytechnique. 
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appugahons  géométriques  œ  la  théorib  de  l'intégration 

DES  ÉQUATIONS  DTFFÉRENTlEIiXS  A.  DEOX  VARIABLES. 


488.  Nous  traiterons  dans  ce  chapitre  de  quelques  ques- 
tioQS  de  géométrie  qui  se  rapportent  à  l'intégration  des  équa- 
tions différentielles  à  deux  variables  ;  et  d'abord  nous  nous 
proposerons  de  déterminer  les  lignes  dont  le  rayon  de  cour* 
bure  est  proportionnel  à  la  normale  [1T2]^  condition  qui 
s'exprime  par  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

ou 

4  +  y'^=  +  kytr,  (û) 

A^  désignant  un  rapport  constant^  et  les  signes  supérieur  ou 
inférieur  devant  être  choisis  selon  que  le  rayon  de  courbure 
doit  être  dirigé  dans  le  sens  de  la  normale  ou  en  sens  con- 
traire. 

L'équation  (a)  est  de  celles  où  la  variable  indépendante^ 
n'entre  pas  [451]  ;  elle  se  met  sous  la  forme 


d'oîi 


i+y'^=W£=^yy'^^. 


jy  _  —  ky'dy' 
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tt  en  intégrant  deux  fois  de  suite, 


,=K>+rf\    /=|/(f)rf-,. 


«  — «-= 


(*) 


La  quadrature  indiquée  s'obtient  sous  forme  finie  pour  les 
deux  valeurs  k=  1,  k=>ï.  Soit  en  premier  lieu  ft  =  t  :  on 
a,  en  prenant  le  signe  supérieur. 


/: 


à 

équation  d'un  cercle  de  rayon  arbitraire,  et  qui  a  son  centre 
sur  Taxe  des  x.  Il  est  évident  en  effet  que,  pour  im  cercle 
ainsi  placée  la  normale  se  confond  en  grandeur  et  en  direc- 
tion avec  le  rayon  de  courbure.  Le  signe  inférieur  donne 


équation  de  la  chaînette  [384]. 

Lorsqu'on  fait  A= 2,  et  qu'on  prend  le  signe  supérieur, 
l'équation  [b)  donne 


X 


■y^. 


équation  d'ime  cycloïde  qui  a  Taxe  des  x  pour  base  et  dont 
le  oerde  générateur  a  pour  rayon  ^  i.  On  sait  effective- 
ment [198]  que,  pour  la  cydolde  ainsi  placée,  le  rayon  de 
courbure  est  double  de  la  normale  et  dirigé  dans  le  même 
sens. 
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Quand  oïi  prend  le  signe  inférieur,  il  vient 

équation  d'une  parabole  dont  l'axe  serait  perpendiculaire 
à  celui  des  x /et  qui  aurait  son  sommet  au  point x=a, 

489.  Si  le  rayon  de  courbure,  dans  la  courbe  cherchée, 
devait  être  réciproque  à  Fabscisse,  on  aurait  pour  Téqua- 
tion  du  problème 


et  en  intégrant 


Nous  pouvons  désigner  la  constante  c  par  —  6%  la  con- 
stanteftpar --,  ce  qui  rend  l'expression  hcmiogène,  et  enfin 

permuter  entre  elles  les  lettres  x,i/,  au  moyen  de  quoi  l'é- 
quation précédente  devient  identique  avec  la  première 
équation  (1 2)  du  n""  387 .  La  courbe  qui  jouit  de  la  propriété 
énoncée  est  donc  celle  à  laquelle  nous  avons  doimé  dans  le 
n""  cité  le  nom  de  courbe  élastique^  précisément  à  cause  de 
la  propriété  qui  vient  d'être  traduite  en  équation. 

490.  Cherchons  une  courbe  telle  que  le  produit  des  per- 
pendiculaires abaissées  de  deux  points  donnés  sur  cihaque 
tangente  à  cette  courbe  soit  constant.  Prenons  pour  axe  des 
a  la  droite  qui  joint  les  points  donnés,  et  pour  origine  le 
milieu  de  la  distance  qui  les  sépare*  Appelons  2c  cette  dis- 
tance et  b^  le  produit  des  deux  perpendiculaires  :  TâiOBcé 
du  problème  donne  Téquation  différentielle 
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et  il  faudra  prendre  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur , 
selon  que  les  deux  points  d'où  partent  les  perpendiculaires 
seront  ou  ne  seront  pas  situés  du  même  côté  de  la  tangente. 
Cette  équation  se  ramène  à  la  forme 

et  l'on  a 


En  la  différentiant  selon  la  méthode  indiquée  [448]  pour  le 
traitement  des  équations  de  cette  forme,  on  trouve 

d'où 

dy'  =  0.  (c'.) 

Si  Ton  élimine  y'  entre  les  équations  (c)  et  {c\),  on  aura 
l'intégrale  singidière  de  la  première  de  ces  équations.  Pour 
faire  Télimination  commodément,  on  les  met  sous  la  forme 


X 

d'où  l'on  tire,  en  éliminant  le  radical  et  en  élevant  au 
carré, 

y  =1 


L'équation  (1)  donne  aussi,  quand  on  élève  au  carré  les 
deux  membres, 


y  "^f^t-Lkt 


(cH6«)L^— (c«±6«)]' 
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» 

et  si  l'on  égale  ces  deux  valeurs  de  y'%  il  vient,  après  la 
suppression  des  facteurs  communs, 

Suivant  qu'on  prend  les  signes  supérieur  ou  inférieur,  cette 
équation  appartient  à  une  ellipse  ou  à  une  hyperbole  dont 
les  foyers  sont  les  deux  points  d*où  partent  les  perpendicu- 
laires aux  tangentes  :  ib  est  le  petit  axe  de  l'ellipse  et  Taxe 
non  trans verse  de  l'hyperbole. 

L'intégrale  générale  de  la  proposée  s'obtient  quand  on 
substitue  dans  cette  équation  la  valeur  y'=:oon3t.,  donnée 
par  l'équation  (c\).  Cette  intégrale  générale  est  Féquation: 
du  système  des  droites  tangentes  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole 
que  l'on  vient  de  déterminer.  Il  est  clair  que  ces  droites  sa- 
tisfont, dans  la  généralité  mathématique,  à  la  condition  du 
problème  ;  mais  que  la  seule  solution  qu'on  ait  pu  avoir  en. 
vue  en  l'énonçant,  est  fournie  par  l'intégrale  singulière.  La 
même  remarque  s*applique  à  tout  problème  géométrique 
qui  conduit  à  déterminer  une  courbe  par  une  équation  dif- 
férentielle de  la  forme  (4']. 

401  •  Une  équation  différentielle  de  la  forme 

exprime  une  relation  entre  la  iwnwle  et  la  distance  de 
l'origine  au  point  où  la  normale  rencontre  l'axe  des  abs- 
cisses. Par  la  différentiation  il  vient 

(« + »"+ yy")  [y^^.  -  n^ + yy')  ]=  ^> 

d'où  les  deux  solutions 

y' 


v^îTy 


%- f(x  ■{■  vy')—^-  ('''»> 
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Qa  tire  de  la  première 

a  désignant  ime  constante  arbitraire  ;  et  la  valeur  de  y'  qui 
s'en  déduit ,  substituée  dans  la  proposée,  donne  l'intégrale 
générale 

\/{x^àf-^f  =  fa,  (3) 

qui  est  l'équation  d'une  série  de  cercles»  ayant  leurs  centres 
sur  l'axe  des  Xy  et  dont  les  rayons  ont  avec  les  distances 
des  centres  à  l'origine  des  coordonnées  la  relation  indiquée 
par  le  signe  f.  Û  est  clair  que  l'enveloppe  de  ces  cercles 
satisfait  à  la  question  géométrique  qui  consiste  à  déterminer 
une  courbe  au  moyen  de  la  relation  exprimée  par  la  pro- 
posée. L^équation  de  l'enveloppe  est  précisément  l'intégrale 
singulière  qui  résulte  de  l'élimination  de  y'  entre  les  équa- 
tions {d)j  ((f ,),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  cause  de 
réquation  (2),  l'équation  résultant  de  l'élimination  de  a 
entre  Téquation  (3)  et  sa  dérivée  par  rapport  à  a 

X —  a 

492.  Les  coordonnées  ^,  -n  du  centre  de  courbure  d'une 
courbe  plane  étant  données  [1 90]  par  les  formules 

si  Ton  assigne  l'équation  de  la  développée 

,(!,,)  =0,    ou    y>  =  tS,  (f) 

les  coordonnées  a,y  de  ses  dévdoppantes  devront  satisfaire 
à  l'équatii»!  diffiérentielle  du  second  ordre 

Pour  intégrer  cette  équation,  on  la  différentie  d'abord  par 
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rapport  à  la  variable  indépendante  x,  et  Ton  voit  que  Téqua- 
tiou  dérivée  peut  prendre  la  forme 

de  sorte  qu'elle  se  décompose  en  deux  autres 


y^^-TT^""-  w 


,+^r[._j:2i±i!2]=o. 


(a.) 


La  première  a  pour  intégrale 


y" 


=  *.  (b) 


h  désignant  une  constante  arbitraire  ;  et  par  conséquent, 
d'après  Téquation  (a),  l'on  a  aussi 

pourvu  que  la  nouvelle  constante  a  soit  liée  à  b  par  la  rela- 
tion 

A=fo.  (dl 

Les  équations  (b)  et  (c)  donnent 

a?— a  +  (y-%'=rO; 

d'où,  par  une  nouvelle  intégration^ 

(a:-û)«H-(y-6)«  =  A  (e) 

Cette  dernière  équation  qui  renferme  deux  constantes  arbi- 
traires a,  c,  et  une  troisième  constante  b,  liée  à  a  en  vertu 
de  l'équation  (d),  est  donc  l'intégrale  complète  de  l'équation 
(a).  Cette  intégrale  complète  représente  évidemment  l'un 
quelconque  des  cercles  osculateurs  de  l'une  quelconque  des 
développantes  de  la  courbe  proposée  (f),  ou  plutôt  le  sys- 
tème de  tous  ces  cercles  osculateurs. 
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Si  maintenaat  on  élimine  la  quantité  — ~  entre  les 

équations  (a)  et  (a,),  ce  qui  est  censé  possible  quand  la  fonc- 
tion f  est  donnée,  on  a  une  équation  en  a:,j/,i/'  qui  est  une 
intégrale  première  singulière  de  Féquation  (a).  Par  une 
intégration  subséquente  on  introduit  une  constante  arbi- 
traire fe,  et  Ton  a  en  ir,y,fe  Féquation  des  développantes 
de  la  courbe  proposée ,  laquelle  ne  doit  en  effet  contenir 
qu'une  seule  constante  arbitraire,  puisque  chaque  déve- 
loppante est  déterminée  dans  son  tracé  quand  on  a  assigné 
arbitrairement  la  longueur  de  son  rayon  de  courbure, 
pour  un  point  de  cette  développante  correspondant  à  un 
point  donné  sur  la  développée.  Chaque  développante  est  la 
ligne  de  contact  d'une  série  de  cercles  comprise  dans  reten- 
due de  l'intégrale  générale  (e) ,  et  même  eue  a  avec  chacun 
des  cercles  de  cette  série  un  contact  du  second  ordre. 

Le  calcul  de  l'équation  de  la  développante  se  ramène  à 
une  simple  quadrature  au  moyen  des  formules 

(Ç— x)(fa— <>,— y)rfç=0, 

dans  lesquelles  p  désigne  le  rayon  de  courbure  de  la  déve- 
loppante, et  dont  les  deux  premières  ont  été  établies  au 
nM91 ,  la  troisième  résultant  évidenmient  de  ce  que  le 
rayon  dé  courbure  de  la,  développante  est  tangent  à  la  déve- 
loppée. On  en  tire 

Quand  la  fonction  f  est  particularisée ,  et  que  la  quadrature 
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indiquée  dans  Fexpression  de  p  est  effectuée ,  il  suffit  d^éli- 
miner  l  entre  ces  deux  dernières  équations  pour  avoir  en 
Xj^jh  réquation  des  développantes.  En  d^autres  termes,  la 
détermination  de  Téquation  des  développantes  dépend  uni- 
quement de  la  rectification  de  la  développée,  comme  cela 
doit  être  diaprés  la  propriété  caractéristique  des  dévelop- 
pées. 

493.  n  résulte  du  n""  284  que  le  système  des  projections 
des  lignes  de  courbure  d'une  surface  sur  Tim  des  plans 
coordonnés  s*obtient  par  Tintégration  d'une  équation  diffé- 
rentielle {%)  commune  à  toutes  ces  projections.  Si  Ton  prend 
pour  exemple  Tellipsoïde  à  trois  axes  inégaux 

x'      V*      a* 
—  4- --•---=4 
a*      ir      €r 

réquation  différentielle  des  projections  des  lignes  de  cour- 
bure sur  le  plan  xy  est 

Aaryy'*  +  (a?*  —  Ay«— B)y '— xy  =  0,  (e) 

où  Ton  a  fait  pour  abréger 


On  différentie  Féquation  (e),  et  il  vient  après  réduction 

(8Axyy'  +  x»-V-B)y'-h(Ay'*+  O(^'-y)  =  0. 

Si  l'on  remplace  le  polynôme  a;" — A  y* — B  par  sa  valeur 
tirée  de  (e),  l'équation  précédente  prend  la  forme 

(^^)[^y»''+y'(^y'-y)]=o, 

d'où  les  deux  solutions 

xt/y'  +  y'  {xy'—y)  =  0,  (e.) 
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Oceupons-uous  d*abord  de  la  première  qui  donne 
«t  en  intégrant  deux  fois  de  suite, 

!•»-'•  (4) 

y«=aa?*+i5.  (5) 

On  aurait  pu  se  dispenser  de  la  seconde  intégration  et  éli- 
miner y'  entre  les  équations  (e)  et  (4),  conformément  à  la 
méthode  que  nous  avons  suivie  dans  d'autres  cas.  Il  vient 
par  ce  calcul 

Aa^o?+ (x*  —  Ay«  -  B;«— y»  =  0  ;  (6) 

et  en  comparant  le  résultat  à  Féquation  (5)  on  en  conclut 
_       Bx fl»y(ai— y)« 


mais,  pour  simplifier,  on  peut  retenir  la  constante  /3. 

Soit  (jpo)  y 09  ^)  lin  point  de  Tellipsoïde  par  lequel  doit  pas- 
ser une  ligne  de  courbure  déterminée  :  T  équation  (6)  donne 


_  ^(xl^Ayl^B)  ±  v/(x;--Ay;->B)«+4  Ax:y;_        ^gj 


•  2Aar! 


Admettons  maintenant  qu^on  ait 

ce  qui  rend  positives  les  constantes  A,  B  :  les  deux  valeurs 
de  a  données  par  Féquation  (8)  seront  réelles  et  de  signes 
contraires  ;  à  la  valeur  positive  de  «  correspondra  une  vfideur 
négative  de  |3  en  vertu  de  l'équation  (7)  ;  enfin  à  la  valeur 
négative  de  a  correspondra  une  valeur  positive  de  S,  car 

on  a  

%xl{Ax^i  )=x;+Ay:+B  -  V/K-Ay;  -  B)«  r  iAjrJyi 

=arî+Ay:+B-v/(z;+Ay:+B)*-4Bx:  ;        (9) 
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en  sorte  que  le  dénominateur  ka-\'l  qui  entre  dans  l'ex- 
pression de  ^j  reste  positif  pour  les  valeurs  négatives  de  a. 
On  conclut  de  là  que  les  projections  en  xy  des  deux  lignes 
de  courbure  qui  se  coupent  à  angles  droits  sur  l'ellipsoïde 
au  point  («of^oy^»),  sont  une  ellipse  et  une  hyperbole  rappor- 
tées au  même  centre  et  aux  mêmes  axes  :  l'axe  transverse 

de  l'hyperbole  se  confondant  avec  celui  des  x.  En  vertu  de 

â 
cette  remarque,  si  l'on  pose  -  = — ^,B==:±y?,  les  quan- 
tités ^,  ri  sont  toujours  réelles  :  la  double  série  des  projec- 
tions des  lignes  de  courbure  coïncide  avec  la  double  série 
des  ellipses  et  des  hyperboles  données  par  l'équation 

et  les  lignes  £,  yi,  ou  les  demi-axes  de  ces  courbes^  se  trou- 
vent liées  par  l'équation  (7)  qui  devient 

et  qu'on  peut  construire  au  moyen  d'une  hyperbole  et  d'une 
ellipse. 
494.  Considérons  en  premier  lieu  l'hyperbole  auxiliaire 


dont  la  construction  détermine  la  série  des  Hgnes  de  cour- 
bure à  projections  elUptiques,  comprises  dans  l'équation 

r  peut  croître  depuis  la  valeur 

jusqu'à  l'infini,  et  les  valeurs  correspondantes  de  ri*  sont  0^ 
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00 .  D'après  rhypothèse  sur  Tordre  de  grandeur  des  lignes 
a,è,c,  on  a  toujours  f?  <  Ç*,  et  toutes  les  projections  ellip- 
tiques ont  leur  grand  axe  dirigé  suivant  les  x  {fig.  97). 
L'ellipse  se  change  en  ligne  droite  et  se  confond  avec  Taxe 
même  des  Xy  lorsqu'on  prend  rî*=0.  Elle  se  confond  avec 
la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  xy^  lorsqu'on  fait 
■fï*=^b\  d'où  r=  a*.  Pour  de  plus  grandes  valeurs  de  yï*  les 
ellipses  données  par  l'équation  (/*,) ,  quoique  toujours  réelles, 
sont  étrangères  aux  lignes  de  courbiure  de  l'eUipsoïde. 
Considérons  à  son  tour  l'ellipse  auxiliaire 

dont  la  construction  détermine  la  série  des  lignes  de  cour- 
bure à  projections  hyperboliques 

Tpeut  croître  depuis  zéro  jusqu'à  la  valeur  (g),  tandis  que 
1?  décroît  depuis  la  valeur 

jusqu'à  zéro.  L'hyperbole  (^)  se  confond  à  la  première 
Hmite  avec  Taxe  des  y  et  à  la  seconde  avec  l'axe  des  x. 

n  résulte  de  cette  double  construction,  que  toutes  les 
lignes  de  projection,  elliptiques  et  hyperboliques,  tournent 
leur  concavité  vers  les  deux  points  situés  sur  l'axe  des  x,  qui 
ont  pour  abscisses 

et  qui  sont  les  projections  sur  le  plan  xy  des  quatre  ombilics 
del'empsoïde[283]. 

Nous  aurions  encore  à  discuter  les  solutions  données  par 
l'équation  (ei)  ;  mais  comme  le  coefficient  A  est  positif,  par 
T.  n-  49 
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suite  de  Thypolbèse,  le  facteur  Ay'*  +  1 ,  égalé  à  aséfo,  ne 
saurait  donner  de  solution  réelle;  et  l'équation —=0, 

combinée  avec  (e),  reproduit  la  solution  déjà  obtenue  x=Q. 

495.  Si  l'on  avait  supposé  a<ih<^c^  les  coefficients  A,  B 
seraient  toujours  restés  positifs,  et  rien  n'aurait  été  changé 
à  la  discussion  qui  précède,  si  ce  n'est  qu'on  aurait  trouvé 
les  grands  axes  des  projections  eUiptiques  dirigés  suivant 
les  y. 

Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  construire  les  projections  des 
lignes  de  courbure  sur  le  plan  qui  comjMrend  le  plus  grand 
et  le  plus  petit  axe  de  l'ellipsoïde ,  et  qui  devient  celui  des 
xy  dans  l'hypothèse 

Le  coefficient  B  reste  positif  ;  mais  comme  le  coefficient  A 
devient  négatif,  il  résulte  de  Téquation  (8)  que  les  deux 
valeurs  de  la  constante  a  sont  toujours  de  même  signe.  Nous 
disons  de  plus  qu  elles  sont  toutes  deux  négatives,  ce  qui 
suppose  l'inégalité  , 

a:;-Ay:^B<0, 

OU,  par  la  substitution  des  valeurs  de  A,  B, 

Mais  de  ce  que  le  point  [x^,y^^%^  appartient  à  la  surface  de 
l'ellipsoïde,  il  résulte 

(le  signe  <  n'excluant  pas  le  cas  d'égalité)  ;  et  si  cette  iné- 
galité est  satisfaite ,  la  précédente  l'est  à  fortiori ,  car  les 
rapports 

a«— c«      (?•  —  *« 


APPUCATIONS  GÉOMÉTRIQUES.  291 

sont  plus  petits  que  Tunité ,  par  suite  de  l'hypothèse  sur 
Tordre  de  grandeur  des  lignes  a^b^c.  De  plus,  en  vertu  de 
l'équation  (7)  et  des  signes  de  À ,  B ,  a ,  la  constante  /3  est 
toujours  positive- 

En  conséquenoe,  on  peut  poser  -  =  — $*,|3=rî*;  de 

sorte  que  la  double  série  des  lignes  de  courbure  se  confond 
avec  la  série  des  ellipses  qu'on  obtient  en  faisant  varier 
dans  l'équation 

X*    ,     y* 

les  paramètres  ^^rt  qui  sont  eux-mêmes  les  coordonnées 
d'une  ellipse  auxiliaire  ^ 

a*  —  c*  c«  —  ** 

Le  paramètre  1*  varie  entre  les  limites 

a*  (a*  —  i») 

tandis  que  n^  varie  entre  les  limites 


c*— *^ 


0. 


Quand  on  prend  |*=0,  l'ellipse  (/*,)  se  confond  avec  l'axe 
des  y  y  et  elle  est  allongée  dans  le  sens  des  y  tant  qu'on  a 

r  <"7r-  EU^  devient  un  cercle  lorsque  T  attemt  cette  valeur, 

puis  s'aUonge  dans  le  sens  des  x  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  V  ;  se  confond  avec  la  section  de  Tellipsoïde  par 
le  plan  xy  quand  (m  a  Ç*  =•  a*  ;  s'allonge  de  plus  en  plus,  et 
finalement  se  confond  avec  l'axe  des  x  quand  §*  atteint  sa 
limite  supérieure,  ou  lorsque  vi*  s'évanouit  {fig.  98). 

n  reste  à  considérer  la  solution  singulière  donnée  par 
l'équation 
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solution  réelle  à  cause  du  signe  négatif  de  A.  La  valeur  de 
y'  qui  s'en  déduit,  étant  substituée  dans  (e),  donne 


et  cette  dernière  équation  se  décompose  dans  les  deux  sui- 
vantes 


b^/a^—c*  .ar±av/c*— *•  .y=    ab\/  a»-—**, 


qui  sont  les  équations  de  quatre  droites  passant  par  les  som- 
mets de  Tellipse  auxiliaire  (10).  D'après  la  théorie  des  inté- 
grales singulières,  ces  quatre  droites  doivent  toucher  toutes 
les  ellipses  données  par  Féquation  (/*|),  comme  on  peut  le 
vérifier  en  ayant  égard  à  l'équation  (10)  qui  ne  laisse  arbi- 
traire qu'un  des  paramètres  Ç,ia. 

La  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  xy,  étant  l'une  des 
lignes  de  courbure,  touche  les  quatre  droites  qui  viennent 
d'être  déterminées,  en  quatre  points  OyO\o"jO"\  qui  sont 
précisément  les  ombilics  de  la  surface.  Car  on  trouve  pour 
les  abscisses  de  ces  points 


^^y'^ 


et  dans  cette  formule,  h  désigne  le  plus  petit  axe  de  l'ellip- 
soïde, c  Taxe  moyen,  en  sorte  qu'elle  se  confondrait  avec  la 
formule  (^)  si  l'on  désignait  par  h  Taxe  moyen  et  par  c  le 
petit  axe  »  ce  que  ces  lettres  représentent  en  effet  dans  l'é- 
quation (A). 

La  solution  ~  =  0  ne  ferait  que  reproduire  les  solutions 

particulières  a:=  0,  y  =  0. 
L'élégante  construction  des  lignes  de  courbure  de  l'ellip- 
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solde  a  été  doimé  par  Monge^  et  Leroy  y  a  apporté  un  per- 
fectionnement en  tenant  compte  du  facteur  Ây'*-h  1  pour 
obtenir  directement  la  solution  singulière,  ce  qui  rentre  au 
surplus  dans  la  théorie  générale. 

^  496.  Nous  avons  dit  [277],  et  l'on  pourrait  admettre 
comme  évident  que  la  sphère  est  l'unique  surface  qui  ait 
en  tous  ses  points  ses  deux  rayons  de  courbure  égaux  et 
et  dirigés  dans  le  même  sens.  Afin  de  ne  rien  laisser  d'es- 
sentiel à  désirer  dans  cette  partie  importante  de  la  théorie 
des  surfaces,  nous  placerons  ici  la  démonstration  de  la  pro- 
position que  Ton  vient  de  rappeler. 

Les  deux  équations  aux  différences  partielles  qui  doivent 
être  satifaites  en  tous  les  points  de  la  surface  dont  il  s'agit^ 
sont  [282] 

et  elles  peuvent  être  écrites  sous  la  forme 

dy  dx 

Dans  l'intégration,  il  faut  remplacer  la  constante  arbi- 
traire par  une  fonction  arbitraire  de  la  variable  indépen- 
dante, autre  que  celle  relativement  à  laquelle  l'intégration 
s'opère,  et  ainsi  Ton  a 

d'où 

fx  iy 

P=    ... ..  ?=•      ~ 


fX.dx+^y.dy    • 


dx  = 


Mais  réq[uation  de  toute  surface  doit  satisfaire  ii  la-  condition 
d'intégrabilité 
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el  cette  dernière  éqaation  doit  se  vérifier  identiquement, 
c'est-à-dire  indépendamment  des  valeurs  de  x^.  Par  con- 
séquofty  il  faut  qu'on  ait 

r  désignant  une  constante  arbitraire.  De  là  on  tire  en  inté- 
grant 

X  —  a  y — b 


dz  = 


k    '    '^  A    ' 

{x  —  a)dx  -\-  {y—b)dy 


Va"  — (a:  — a)'  — (y— 6)«* 

et  en  intégrant  de  nouveau 

équation  dWe  sphère  dont  le  rayon  et  les  coordonnées  du 
centre  sontarbitr^res. 

497.  On  sait  [126]  que  les  projections  en  x^  des  lignes^ 
de  niveau  et  des  lignes  de  plus  grande  pente  d'une  surface 
ont  respectivement  pour  équations  différentielles 

Cela  posé  ,  si  une  famille  de  surfaces  est  caractérisée 
par  une  équation  aux  différences  partielles  de  la  forme 

0,  on  a  f{Xy  y  y  y')  =  0,  pour  l'équation  diffé-^ 

rentielle  des  lignes  de  plus  grande  pente,  conmiune  à  toutes 
les  surfaces  de  cette  famille. 

Par  exemple ,  les  surfaces  de  révolution  autour  de  Taxe 
des  z  étant  caractérisées  [254]parréquation  aux  différences 
partielles  py  =  qxy  Téquation  4es  lignes  de  plus  grande 
pente  est  a:y'=i/,  d'où  5(=cx,  c  désignant  une  constasite 


rhil 
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arbitraire  ;  et  en  effet  les  lignes  de  plus  grande  pente  se 
confondent  avec  les  méridiens  de  la  surface  qui  se  projet- 
tent en  xy  suivant  des  lignes  droites  passant  par  l'origine. 

De  même  les  surfaces  conoïdes  droites  [253],  dont  T  équa- 
tion aux  différences  partielles  est  px  = — gy,  ont  pour 
l'équation  différentielle  àm  projections  de  leurs  lignes  de 
plus  grande  pente,  yy'==— a?,  d'où  jc*+î/*  =  c*;  c'est-à- 
dire  que  les  lignes  de  plus  grande  pente ,  pour  toutes  les 
surfaces  de  cette  famille,  se  projettent  suivant  des  cercles 
dont  le  centre  est  h  Torigine  des  coordonnées  :  comme  on  le 
conclut  de  ce  que  toutes  les  lignes  de  niveau  sont  des  droites 
passant  par  Taxe  des  z. 

498.  Les  lignes  de  niveau  de  TelUpsoide 

X*        V*        X* 

se  projettent  en  xy  suivant  les  ellipses  concentriques  et 
semblal)les  données  par  Téquation 

le  paramètre  k  pouvant  varier  entre  zéro  et  Funité.  L'équa- 
tion différentielle  des  projections  des  lignes  de  plus  grande 
pente  prend  la  forme 

a^dùc      b^dy 

=»— , 

X  y 

d'où,  en  désignant  par  y  une  constante  arbitrajire, 

Qu^d  l€MS  axes  a,&  sont  commensurables ,  les  lignes  de 
0US  grande  pente  deviennent  des  courbes  algébrî^ques  ; 
sinon,  cfi  ^ont  des  courbes  transcendantes. 

Soit  (;Co,ytj?J*)  un  point  de  l'ellipsoïde  par  lequel  on  veut 
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faire  passer  la  ligne  de  plus  grande  pente  :  Féquation  {k) 
devient 


if-ï'iB'' 


et  quelles  que  soient  les  valeurs  rationnelles  ou  irratioi^ 
nelles  assignées  aux  exposants  a*,  b*j  la  courbe  a  un  cours 
continu  pour  toutes  les  valeurs  de  x^y  qui  sont  respective- 
ment de  mêmes  signes  que  x^,  y^*  En  d'autres  termes,  si 
nous  imaginons  F  ellipsoïde  partagé  en  quatre  régions  symé- 
triques par  les  plans  rectangulaires  des  ^  z  et  des  y  z,  la 
courbe  n*éprouve  aucune  solution  de  continuité  tant  qu'elle 
ne  sort  pas  de  la  région  à  laquelle  appartient  le  point 
(Xo^y^jZ^).  Elle  vient  toucher  au  sonunet  de  l'ellipsoïde  le 
plan  des  xz  ou  celui  des  yz,  selon  qu'on  a  a*  >  ou  <  &*  ;  et 
elle  s'y  raccorde  avec  toute  autre  ligne  de  plus  grande 
pente,  construite  arbitrairement  dans  l'une  des  trois  autres 
régions  de  l'ellipsoïde ,  ou  môme  dans  celle  où  se  trouve 
déjà  le  point  {x^,  y^,  z^). 

499.  Dans  le  cas  particulier  de  la  commensurabilité  des 
nombres  a*, è^  on  peut,  pour  plus  de  simplicité,  les  rempla- 
cer par  des  nombres  proportionnels  m,n,  entiers  et  premiers 
entre  eux ,  ce  qui  revient  à  multiplier  par  un  facteur  con- 
stant les  équations  (i),  (i').  Alors  la  ligne  de  niveau ,  deve- 
nue algébrique,  ne  peut,  entant  que  courbe  algébrique, 
s'arrêter  au  sommet  de  l'eUipsoïde,  et  elle  ne  forme  algébri- 
quement qu'une  seule  et  même  courbe  avec  une  autre  ligne 
de  plus  grande  pente,  de  manière  que  la  projection  sur  le 
plan  ocy  de  la  courbe  complète  ofEre  l'une  des  dispositions 
indiquées  par  les  fig.  99,  100  et  101.  Si  l'on  suppose,  ce 
qui  n'ôte  rien  à  la  généralité  de  la  construction,  m  >  n,  ou 
a*  >  b^,  la  fig.  99  correspond  au  cas  de  m  impair  et  n  pair, 
la  fig.  100  aU  cas  de  m  pair  et  n  impair,  la  fig.  101  au  cas 
de  m  et  n  tous  deux  impairs.  Or,  il  est  bien  évident  que  la 
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commensurabilité  des  nombres  a*,  b^  on  m^riy  la  propriété 
arithmétique  des  nombres  m^riy  d'être  pairs  ou  impairs,  ne 
changent  rien  aux  conditions  géométriques  du  problème  qui 
consiste  à  tracer  sur  un  ellipsoïde  des  lignes  de  plus  grande 
pente,  ou  sur  un  plan  des  courbes  perpendiculaires  à  une 
suite  d'ellipses  concentriques  et  semblables.  Il  n'y  aurait 
aucune  raison  géométrique  du  changement  brusque  de 
forme  qu'éprouveraient  les  lignes  de  plus  grande  pente 
ou  leurs  projections,  en  subissant  par  exemple  au  sommet 
de  l'ellipsoïde  ou  à  l'origine  des  coordonnées,  une  inflexion 
au  heu  d'un  rebroussement,  et  cela  en  vertu  d'une  variation 

aussi  petite  qu'on  le  voudrait  dans  le  rapport  —,  qui  est 

celui  des  carrés  de  deux  demi-^axes  de  l'ellipsoïde.  Il  faut 
donc  reconnaître  que  la  liaison  deux  à  deux  des  lignes  de 
courbure  partant  du  sommet,  dans  le  cas  de  la  commensu- 


m 


rabihté  du  rapport  -,  est  un  fait  de  pure  algèbre,  une  con- 


n 


séquenc-e  de  la  règle  des  signes,  dont  la  nature  du  problème 
ne  rend  pas  raison ,  et  qui  ne  correspond  à  aucun  fait  géo- 
métrique. 

Ces  observations  étaient  essentielles  pour  compléter  ce 
que  nous  avons  dit  jusqu'ici,  et  notamment  dans  le  chap.  IV 
du  quatrième  livre ,  sur  la  nature  des  connexions  entre  la 
géométrie  et  l'algèbre. 

500.  La  pente  de  la  surface  au  point  (a;,  y,  z)  est  mesurée 
[126]  par  le  radical  l/^pM-7%  ^^^  devient  pour  l'ellipsoïde 


Sur  une  même  ligne  de  niveau  le  maximum  et  le  minimum 
de  pente  correspondent  donc  au  maximum  et  au  minimum 
de  la  fonction 
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qui  devient,  en  vertu  de  l'équation  (t'), 

y«  "^  a«  \6î      a V  • 

Supposons ,  pour  fixer  les  idées,  a  >  6  :  le  maximum  de  la 
fonction  correspondra  à  x=0,  et  le  minimum  à  a:=aou 
à  1/  =  0.  Ainsi  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  qui  com- 
prend Taxe  vertical  et  le  plus  petit  des  deux  axes  horizon- 
taux, est  la  ligne  de  plus  grande  pente  sur  laquelle,  pour  la 
même  hauteur  verticale ,  la  pente  est  la  plus  grande  ;  ou , 
dans  le  langage  des  géomètres,  cette  ligne  correspond  à  un 
maximum  maximorum.  Au  contraire,  la  section  de  l'ellip- 
soïde par  le  plan  qui  comprend  avec  Taxe  vertical  le  plus 
grand  des  axes  horizontaux ,  est  la  ligne  de  moindre  pente j 
parmi  les  lignes  de  plus  grande  pente  ^  et  elle  correspond  à 
un  minimum  maximorum. 

501 .  La  déternûnation  des  projections  des  lignes  de  plus 
grande  peate  rentre ,  conune  cas  particulier ,  dans  un  pro- 
blème qui  a  acquis  de  la  célébrité,  sous  le  nom  de  problème 
des  trajectoires^  à  l'époque  où  les  Bemoulli,  mettant  en 
œuvre  les  idées  de  Leibnitz ,  donnaient  au  calcul  intégral 
ses  premiea^  dé  vdoppements . 

On  a  appelé  trajectoire  j  dans  un  sens  purement  géomé- 
trique ,  la  courbe  qui  coupe  sous  un  angle  constant  toutes 
les  lignes  que  représente  l'équation 

F(x,y^a)=0,  (0 

quand  on  y  fait  varier  saas  discontinuité  le  paramètre  a.  Si 
l'angle  d'intersection  est  droit,  les  deux  systèmes  de  cou> 
bes  orthogonales  peuvent  être  pris  pour  les  systèmes  des 
projections  sur  le  plan  xij  des  hgnes  de  niveau  et  des  lignes 
de  plus  grande  pente  d'une  surface. 
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Soit  en  général  a  la  tangente  de  l'angle  d'incidence  des 
trajectoires,  Ç^^n  les  coordonnées  courantes  d'une  trajectoire, 
parallèlement  aux  x  et  aux  y  :  on  aura  au  point  d'intersec- 
tion, 

di~~di'd^'    '''^\di~dij'\    '^di'dx/' 
d'où 


/dF      dF  dri\      dF  dn  .  dF 
\i/y      dx'dÇ/      dy'di      dx 


{m) 


Au  point  d'intersection  on  a  a? =Ç,  y = in,  en  sorte  que  l'é- 

dti 
quation  précédente  ne  contient  de  variables  que  Ç»  ^?  5:»  ^* 

le  paramètre  a.  Après  qu'on  a  chassé  ce  paramètre  au 
moyen  de  Féquation  F  (Ç,Yi,a)==0,  l'équation  (m)  est  l'é- 
quation différentielle  des  trajectoires. 

Prenons  pour  l'équation  des  courbes  coupées  y*=icuxr  : 
Féquation  différentielle  des  trajectoires  sera  d'après  ce  calcul 

afn;+miî— j+m«  — nj  — =0;  K) 

et  comme  elle  est  homogène,  on  pourra  la  traiter  par  la 
méthode  du  tf439.  Dans  l'hypothèse  m =n=l,  le  sys- 
tème des  lignes  coupées  étant  un  système  de  droites  qui 
passent  par  l'origine,  l'équation  (m')  devient 

«{îrfÇ  +  r4r))  +  T4i  —  idn  =  0, 

d'où  l'on  tire,  en  divisant  par  Ç'  +  to'  et  en  intégrant, 


alogV4*  +  '''  -"  arctang-=c. 


Si  l'on  fait 


{  =  r  cos  y,    yj  =  r  sin  y,    c*= é^ 
l'intégrale  prend  la  forme 
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? 

et  elle  est  Téquation  d'une  spirale  logarithmique  [181], 
courbe  qui  a  en  effet  pour  caractère  de  couper  sous  un  angle 
constant  les  droites  menées  par  le  pôle. 

Pour  avoir  les  trajectoires  orthogonales,  il  faut  poser 
a  =  oo  ,  ce  qui  réduit  l'équation  (m')  à  n^d^-^-mrïdfi^O. 
L'intégrale  n^^+mn^^^c  appartient  à  une  série  d'ellipses 
ou  d'hyperboles  concentriques  et  semblables,  selon  que  les 
exposants  myti  sont  de  même  signes  ou  de  signes  contraires, 
c'est-à'dire  suivant  que  les  courbes  coupées  sont  du  genre 
des  paraboles  ou  des  hyperboles. 


CHAPITRE  VI. 


DE  l'intégration  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  SIMULTANÉES. 


502.  Considérons,  comme  dans  le  nM65y  im  système 
de  y  équations  entre  la  variable  indépendante  ty  les  v  varia* 
Mes  x^y^z,...  qui  dépendent  de  /,  et  leurs  dérivées 
x*y\z'. .  .x'y\z\ . .  etc,  :  le  problème  de  l'intégration  des 
équations  différentielles  simultanées  consiste  à  tirer  d'équa- 
tions qui  se  présentent  sous  cette  forme  les  valeurs  de 
x,yjZ. ... ,  en  fonction  de  ty  en  donnant  à  ces  valeurs  toute 
la  généralité  qu'elles  comportent ,  par  l'introduction  d'un 
nombre  convenable  de  constantes  arbitraires.  Pour  fixer  les 
idées  sur  une  application ,  imaginons  des  points  matériels 
en  mouvement  dans  l'espace ,  et  qui  exercent  les  uns  sur  les 
autres  des  actions  attractives  ou  répulsives ,  variables  avec 
leurs  distances  mutuelles  ;  désignons  par  t  le  temps  ;  par 
j;,y,z;X|,y,^Zi,  etc.,  les  coordonnées  des  points  mobiles  :  les 
variations  infinitésimales  des  vitesses  dépendront  des  forces 
auxquelles  les  points  matériels  sont  soumis^et  par  conséquent 
des  coordonnées  en  fonction  desquelles  s'expriment  leurs 
distances  mutuelles  ;  les  vitesses  mêmes  s'exprimeront  par 
les  variations  infinitésimales  des  coordonnées  ;  et  sans  qu'il 
soit  besoin  d'entrer  dans  des  développements  qui  appar- 
tiennent à  la  mécanique ,  on  conçoit  que  toutes  ces  liaisons 
doivent  conduire  à  des  équations  où  entrent  à  la  fois  les 
coordonnées  des  points  mobiles  et  leurs  coefficients  différen- 
tiels, pris  par  rapport  au  temps.  Il  s'agit  d'en  tirer  les 
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valeurs  des  coordonnées  en  fonction  du  temps ,  puis  d'éli- 
miner la  variable  tj  de  manière  à  avoir  des  équations  entre 
x,yyZ;  Xififij  Zi,  etc.,  qui  sont  celles  des  courbes  décrites 
dans  l'espace  par  les  points  mobiles.  La  plus  belle  question 
de  la  philosophie  naturelle,  la  théorie  des  mouvements  pla- 
nétaires, se  trouve  ainsi  ramenée  à  un  problème  d'intégra- 
tion qui  porte  sur  des  intégrations  différentielles  simul- 
tanées. 

503.  De  quelque  manière  que  l'on  obtienne  le  système 
des  équations  intégrales,  ou  le  système  des  équations  en 
tjX^yjZy  etc.,  qui  satisfait  aux  équations  différentielles  pro- 
posées, ce  système,  pour  avoir  le  même  degré  de  généralité 
que  le  système  proposé,  doit  contenir  un  nonoJbre  déterminé 
de  constantes  arbitraires,  nombre  qu'on  assignera  sans  dif- 
ficulté, dans  chaque  cas  particulier,  par  des  considérations 
analogues  à  celles  qui  ont  été  présentées  au  n*"  466. 

Prenons  deux  équations 

f{t  ;  x,x\ . . .  .x^"5  ;  y,y\ . . .  .y^»')  =  0,  (/) 

at^  x,x\ . . .  .a:W.  y;y y(^))  ==  0  ;  (/J 

et  examinons  en  premier  lieu  le  cas  où  l'on  aurait  m  >  nii, 
n<^n^.  Si,  pour  une  valeur  de  %  que  nous  désignerons  par  ^., 
on  se  donne  arbitrairement  les  valeurs  correspondantes 

on  tirera  de  l'équation  [[)  la  valeur  de  x»^"^ ,  de  l'équation 
(/))  la  valeur  de  i/o^*'\  et  de  leurs  dérivées  successives  les 
valeurs  de 

^^c»+i)^^^fm+2)^  etc.;  yo^"'*-'\yo^"'"^*'  «^• 

On  pourra  construire,  par  la  série  de  Taylor,  les  valeurs 
de  x,y  en  fonction  de  ^,  qui  contiendront  les  constantes  ar- 
bitraires (o),  en  nombre  m-j-iii.  Donc,  sous  quelque  forme 
qu'on  obtieime  les  deux  équations  intégrales  par  lesquelles 
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sont  détenninées  les  valeurs  de  x,y  en  fonction  de  /,  il  est 
essentid  que  ce  système  d'intégrales  renferme  m-f-^i  con- 
stantes arbitraires ,  telles  que  le  système  des  quantités  (o) 
puisse  se  déduire  des  valeurs  de  ces  constantes ,  et  récipro- 
quement« 

Le  raisonnement  serait  encore  le  même  si  Ton  avait  à  la 
fois  m^=m^y  n=ni9  ou  si  Tune  seulement  des  ces  égalités 
subsistait. 

Mais  si  l'on  avait  à  la  fois  wi>mi,  n)>niy  le  calcul  ne 
pourrait  plus  se  faire  de  la  même  manière.  Admettons,  pour 
fixer  les  idées^  que  Ton  ait 

on  différentiera  n — n^  fois  l'équation  (/*,),  ce  qui  donnera 

Au  moyen  des  valeurs  initiales  (o),  en  nombre  m-f-w»,  on 
déterminera  par  les  équations  (/*),  (/l)  et  (/*/)  les  valeiu^s 

ensuite,  les  dérivées  successives  de  l'équation  [f)  et  de  la 
dernière  équation  {f^  détermineront  de  proche  en  proche 
les  valeurs  de 

x,(^^'W''^\  et^.  ;  yo'"+'\yo^""^^  etc.  ; 

et  l'on  pourra  construire  les  valeurs  générales  àe  x^y  par 
la  série  de  Taylor,  comme  précédenmient.  Donc,  dans  tous 
les  cas,  le  système  des  intrégales  complètes  des  équations 
(/),  (/;)  doit  renfermer  m+Wi  constantes  arbitraires  :  m+ni 
étant  le  plusi  grand  des  nombres  m-^-n^^nti^n. 
504.  Nous  savons  (165)  qu'il  est  toujours  possible  de 
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tirer  d'un  système  d'équations  différentielles^  en  même 
nombre  que  les  fonctions  x,  y,  Zj  etc.^  de  la  variable  indé- 
pendante t,  une  équation  finale- qui  ne  contienne  que  t,  x  et 
les  dérivées  de  x  par  rapport  à  t.  Ainsi  le  problème  de  Tin- 
tégration  d*un  système  d^équations  différentielles  simul- 
tanées peut  toujours  se  ramener  à  l'intégration  d'équations 
différentielles  ordinaires,  entre  deux  variables.  Ordinaire- 
ment il  suffit  d'intégrer  l'équation  différentielle  finale  entre 
t^x:  les  valeurs  des  autres  variables  y,  Zj  etc.,  en  fonction 
de  t  sont  données  par  de  simples  éliminations  algébriques  ; 
et  dans  ce  cas  le  nombre  des  constantes  arbitraires  qui 
doivent  entrer  dans  les  intégrales  complètes  du  système 
proposé,  marque  l'ordre  de  l'équation  finale  en  t  et  x.  Mais 
il  peut  arriver  aussi  que  y\  j/"...  s*en  aillent  avec  y,  dans 
le  calcul  d'élimination  qui  conduit  à  l'équation  finale,  dont 
l'ordre  se  trouve  en  conséquence  abaissé.  Après  l'in- 
tégration de  celle-ci,  on  a  à  intégrer,  pour  déterminer  la 
valem*  de  y  en  ^,  une  équation  de  la  forme 

^y^y'yf^ )  =  ^^. 

Les  constantes  arbitraires,  amenées  par  cette  nouvelle  in- 
tégration, complètent  le  nombre  des  constantes  qui  doivent 
figur-er  dans  les  intégrales  générales  du  système  proposé. 
Une  discussion  plus  minutieuse  des  différents  cas  pos- 
sibles compliquerait  l'exposition  de  cette  théorie,  sans  uti- 
lité réelle. 

505.  On  peut,  dans  certaines  circonstances,  sans  avoir 
besoin  de  former  l'équation  finale,  intégrer  conjointement 
des  équations  différentielles  simultanées.  Lorsqu'on  a,  par 
exemple,  entre  trois  variables  x,  y,  f  deux  équations  li- 
néaires du  premier  ordre,  il  est  toujours  possible  de  les 
mettre  sous  la  forme  * 

x'  t  Px  -h  Qy  =V,    y'  +  P.o?  +  Q.y  =V., 

P,  Q,  V,  Pi,  Qi,  V|  désignant  des  fonctions  de  la  variable 
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indépendante  /•  Multiplions  la  seconde  équation  par  un 
facteur  X,  fonction  de  la  même  variable  ty  et  faisons  l'ad- 
dition membre  à  membre  avec  la  première  équation  :  il 
viendra 

Posons  M==:j;+Xj/,  u  désignant  une  autre  variable  auxi- 
liaire :  nous  aurons  x'  +  Xi/'  =  u' — t/X',  et  en  substituant, 

Si  Ton  détermine  la  fonction  X  de  manière  à  satisfaire  à  l'é- 
quation 

y  +  ).(P+>PJ-(Q  +  XQJ=0,  (a) 

laquelle  ne  renferme  que  X  et  ^,  il  n'y  aura  plus  qu'à  sub- 
stituer cette  valeur  de  X  dans  l'équation 

u'+(P+3PJtt=:V-f-XV.,  (6) 

oti  n'entreront  alors  que  les  variables  u  et  t,  et  qui  est  li- 
néaire par  rapport  à  u.  Il  sufiit^  pour  traiter  la  question  pro- 
posée, de  trouver  deux  intégrales  particulières  X^,  X,  de  l'é- 
quation (a)  ;  remplaçant  successivement  X  dans  l'équation 
(6)  par  chacune  de  ces  deux  valeurs  et  intégrant,  on  obtien- 
dra deux  fonctions  u^  u^  de  t^  renfermant  chacune  une  con- 
stante arbitraire  ;  les  deux  équations 

^=^  +  X,y,  , 

tt,  =  ar  +  >,y, 
donneront  ensuite  a;  et  t/. 

Lorsque  les  coefficients  P,  Q,  P^,  Q,,  sont  constants,  on 
peut  supposer  le  multipUcateur  X  constant  ;  l'équation  (a) 
se  réduit  alors  à  l'équation  du  second  degré 

>(P  +  1PJ-(Q  +  XQ.)=:0.  («) 

dont  on  prendra  les  deux  racines  X^  et  X,,  et  l'équation  {b) 
deviendra  une  équation  linéaire  à  coefficients  constants,  fa- 
cile il  intégrer. 

T.  n.  SO 
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Si  réquation  («)  avait  ses  deux  racines  égales»  on  n'aurait 
plus  qu'une  seule  équation  {b)  ;  après  avoir  intégré  cette 
équation,  on  remplacerait  x  par  u — Xy  dans  Tune  des  deux 
équations  proposées,  ce  qui  conduirait  à  une  équation  li- 
néaire du  premier  ordre  en  y. 

Mais  on  pourrait  aussi  traiter  complètement  la  question, 
en  laissant  le  multiplicateur  variable.  L'équation  (a),  dans 
le  cas  dont  il  s^agit,  se  présente  sous  la  forme 

X'4-P(X— >,)«=:0; 

et  elle  admet  pour  intégrale  générale 

l^^h  -^  z: ::• 

Si  Ton  donne  à  la  constante  deux  valeurs  quelconques^  si 

Tonfait^  par  exemple  C=  oo,  C=0,  on  aura  deux  intégrales 

if 

particulières  X=Xj,  X=Xj4'-5r^  ^^  première  constante,  la 

seconde  variable,  que  Ton  portera  successivement  dans  l'é- 
quation {b). 

506.  Admettons  maintenant  que  Ton  ait  trois  équa- 
tion linéaires  du  premier  ordre  entre  fl^,  i^,  i;  et  la  va- 
riable indépendante  t  :  on  pourra  toujours  les  ramener  à  la 
folme 

x'  +  Px   +  Qy  +  Rz  =  V, 

y'  +  Pi^  +  Qi»+R,a=v„ 
*'  +  P,^+Qiy+R««=v„ 

P,  Q,  R,  Y;  P,,  eko.  désignant  des  fonctions  de  ê.  Si  ion 
fait  Taddition  membre  à  membre,  après  avoir  multiplié  la 
seconde  par  un  facteur  X  et  la  troisième  par  un  facteur  fi^  il 
viendra 

;t'  +  >ir  +  ^'  +  (P  +  >P.+f*.)^  +  «}  +  M),+HQi)ir 

+  (R+  XR,  +^R.)z  =  V  +  IV,  +pV,- 
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On  fera  ensuite 

x-l->j+>jj  =  îi,     d'où     x' +  >y'  +  ^2'  =  ll'  — yV— V» 

«t  par  la  substitution, 

u'+  (P  +  XP,  +  ^P.)« 

-  y\X  +  ^(P  +  ^Pi  +  fP«)  -  (Q  +  iQ.  +  ftQ.)] 

—  2Ca'  +  h(P  +  XP,  +  f^P»)  —  (R  +  AB,  +  fcR,)] 

11  est  permis  de  disposer  des  fonctions  \  yi  de  manière  à  sa- 
tisfaire aux  équations 

>'  +  X(P+)P.+f-P,)~(Q  +  >X}.  +  fiQ,)  =  0,)         .^ 
^'  +  M?  +  >Pi  +  f  P.)  -(»  +  «.+  f*R.)  =  0.(         t'> 

Quand  on  pourra  trouver  des  intégrales  particulières  de 
ces  équations,  on  en  tirera  les  valeurs  de  X,  fx  en  fonction 
de  /  pour  les  substituer  dans  la  troisième  équation 

!«'  4-  (P  4-  XP,  +  ftP.)  u  =' V  4-  )iV.  -H  ,*v„  (d) 

où  n'entreront  plus  que  les  variables  u  ettf  et  qui  est  U* 
néaire  par  rapport  à  u* 

Admettons,  comme  plus  haut^  que  les  coefiScimli 
Py  Q,  etc.^  se  réduisent  à  des  constantes  :  on  satisfait  ma 
équations  (c)  en  prenant  pour  X,  {i-h»  racines  d9$  é^uirfiow 
numériques 

x(P  +  >P.  +  f*P.)  -  (Q  +  3iQ.  +  ftQ.)  «0, 

f*(P  +  >P.  +  f.P,)  -  (R+  m.  +  .R.)  :=:0. 

Afin  de  faciliter  Télimination,  nous  poserons 

P  +  1P,  +  //P,  =m,  (é) 

ce  qui  donne 

>(m  -  Q.)  -  fiQ,  =  Q ,  ii(m  -.R,)  -  >R.  =  R.         (e') 

Les  valeurs  de  X,  fi,  tirées  de  ces  équations  linéaires  et 
substituées  dans  Téquation  (e),  conduisent  à  Féquation 
finale  en  m 
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(m  -  P)  (m  —  Q.)  (m  —  R,)  — Q,R»  (m  —  P)  —  P,R  (m  —  Q,) 
-  P.Q{m  -  R.)=  P.  Q.  R  +  P.QR. . 

Celle-ci  étant  du  troisième  degré,  a  trois  racines  m^,m^yfn^j 

auxquelles  correspondent  pour  X,  ii,  en  vertu  des  équations 

(c'),  trois  systèmes  de  valeurs  Xi,|^i;Xt>f*iî^»>f*f 
L'équation  {d)  devient 

tt'  H-  »mi  =  V  +  XV,  -+.  ^V,  : 
en  y  substituant  successivement  pour  tu,  X,  fx  les  trois  sys* 
tèmes  de  valeurs  dénotés  par  les  indices  (1),  (2),  (3),  et  en 
intégrant,  on  obtient  les  trois  équations 

d'où  il  est  facile  de  tirer  x,  y,  z  en  fonction  de  t  et  de  trois 
constantes  arbitraires.  Rien  ne  serait  plus  simple  que  de 
généraliser  ce  calcul,  en  l'appliquant  à  im  système  d'équa- 
tions simultanées,  linéaires  et  du  premier  ordre,  renfermant 
un  nombre  quelconque  de  variables. 

507.  On  peut  aussi,  dans  le  seul  cas  qui  se  prête  généra- 
lement à  une  intégration  effective,  celui  où  les  coefficients 
P,Q,...,P,,Qi,...  etc.,  sont  des  nombres  constants,  donner 
au  calcul  une  marche  synthétique,  plus  analogue  à  celle  qui 
a  été  suivie  (455  et  suiv.)  pour  les  équations  difTérentidles 
linéaires,  à  coefficients  constants  et  à  deux  variables  seu- 
lement. 

Soit  d'abord 

x'  +  fx  +Qy  +Rz  + +  Utt  =0, 

y'  +  P,ar  +  Q.y+R.2  + +  U,a=0, 

^  +  P.«  +  Q.y+  R,2+ +  U,tt=0,  )  {0 

"'  +  P^ix  +  Q^y+R,^^z+ +  U.^tt=0, 

un  système  de  n  équations,  sans  derniers  termes  et  à  coef- 
ficients numériques,  entre  les  n  variables  x^  y,  jr,...ti,  fonc- 
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tions  de  t^  et  leurs  dérivées  du  premier  ordre  ;  on  aperçoit 
la  possibilité  d^  satisfaire  par  un  système  de  valeurs  parti- 
culières 

C  désignant  une  constante  arbitraire,  et  X,  f^ >•••  ^  des  nom« 
bres  donnés  par  le  système  des  n  équations  algébriques 

P  +XQ  +f*R  + +  wU  =m, 

P.  +  >Qi  +  f*R.+ +t>U.  =  >m, 


P»-i  +  >Q,i-M  +  f*R»-4  + +  vU,^  =  vm . 

On  peut  substituer,  dans  la  première  de  ces  équations , 
les  valeurs  de  X,  f^y...^  en  fonction  de  m,  données  par  les 
autres  équations  du  même  groupe^  en  nombre  n  —  1  ;  et , 
d'après  la  règle  de  Bezout,  ces  valeurs  sont  exprimées  par 
des  fractions  dans  lesquelles  m  entre  au  numérateur  à  la 
puissance  n — 2,  et  au  dénominateur  à  la  puissance  n  —  1  : 
donc  réquation  finale  en  m  est  du  degré  n.  Ses  racines  étant 
désignées  par  m^9m,,...m„,  et  les  mêmes  indices  affectant 
les  valeurs  correspondantes  de  X,|x,..v,C9  on  a  pour  les  inté- 
grales complètes  du  système  (9), 

X  =  G^e-"»^     +  Cje"-*"»^     + +  C^e"^-' , 

y—  Ifi^e-^^^  +  Ifi^é^^  + +  >A«""'^  » 


Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  aux  seconds  membres 
des  équations  {g)  des  fonctions  de  t  désignées  par  V, V^ , 
Vt,.--V«_,  :  les  équations  (g,)  seront  encore  les  intégrales 
générales  du  système,  pourvu  que  les  facteurs  C,,G,,...C. 
désignent ,  non  plus  des  nombres  constants ,.  mais  des  fonc- 
tions de  t  qui  satisfassent  aux  équations 
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Qq  tlMm  de  tes  équfttiionâi  par  une  élimination  ordinaire^ 
les  valeurs  des  dérivées  C'^  C/, . .  •  G'.^  et,  par  des  quadratures 
subséquentes,  les  taleurs  des  fonctians  t^,  Ct^^wC.,  qu'il' 
faudra  ensuite  substituer  dans  les  équations  (^  J. 

Comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  au  n^  465,  si  Ton  peut 
trouver  iin  système  d^intégralës  patticuliëres  dés  équations 
proposées  avec  seconds  membres,  la  question  sera  ramenée 
à  la  recherche  des  intégrales"  des  mêmes  équations  privées 
des  seconds  membres. 

508.  On  a  vu  qu'on  peut  éliminer  une  variable  d'un  sys^ 
tème  d'équations  différentielles  simultanées,  en  substituant 
aux  proposées  des  équations  différentielles  en  moindre  nom- 
bre, tnais  d^un  ordre  plus  élevé  (165)  :  réciproquement  on 
peut  abaisser  Tordre  d'une  ou  de  plusieurs  des  équationspro- 
posées,  en  se  dounanl  à  intégrer  simultanément  un  plus 
grand  nombre  d'équations  différentielles.  Ainsi  l'intégra- 
tion du  système  des  deux  équations  linéaires  du  second 
ordre 

x'^  +  Fx'  +Qy'  +IU  +Sîr  =V, 

y'  +  Pi^r'  +  Q.tr  +  Ri«  +  Siy = v„ 

peat  être  ramenée  à  dépendre  de  Tintégration  simultanée 
des  quatre  équations  linéaires  du  premier  ordre  entre  les 
variables  x,  jf,  Çym.ti 

y'- 11  =  0, 

l'+P«+Qn+Rx+8y  =V. 
V  +  PiÇ  +  Q,«t  +  RjO?  +  S,y  =  V, . 
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Donc  les  calculs  qui  précèdent  sont  susceptibles  de  s'appli- 
quer à  l'intégration  simiiltanée  des  équations  linéaires  d'or- 
dres quelconques. 
509.  Désignons  par 

f{^i^,yf^, ;^>yV', )=«ij 

fX^i  X,  y,  z, ;x'y,z', )  =0,/ 

/i,'-.i(^;^,yA ;  ^',yy, )  =  0,1 

un  système  de  n  équations  différentielles  siouultM^  di 
prraii^  ordre,  et  par 

P  (^;^>y>2» — ;û^ûii  •  •  •  •«•- 0  =  o. 
F,(';^.yA  •  •  •  •  ;«>û,> — a-i  )  «=«  o, 

(F) 

le  système  de  leurs  intégrales  complètes,  dans  lesqudles  les 
constantes  a,a^. .  .a,»^,  introduites  par  l'intégration,  se 
trouvent  comlmiées  d'une  manière  quelconque.  En  général, 
on  peut,  par  uneéliminaticm  dirigée  convenablement^  tifans- 
former  ce  système  d'équations  dans  un  autre 

tn^t{t;x,y,t, ....  ;  «.-i>=a  0, 

équivalent  au  précédent,  et  qui  jouit,  comme  celui-là,  de  la 
propriété  de  satisfaire  au  système  (f)  avec  toute  la  généra- 
lité requise.  Si  on  détermine  a^a^j .  •  •  o^^i  en  Ibnctioii  àê 
t;  x^y^z. ..  par  les  équations 

dt  di^  dtn-x ^  *•,. 

et  qu'on  substitue  les  valeurs  ainsi  trouvées  dans  les  équèr 
tions  (f),  on  forme  d'autres  équations 
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f(<;^>s^«, )=o,  \ 

?.(Oar,y,z, )  =  0,    (  , 

f.-i(';^^yA )=o,) 

qui,  prises  ensemble,  satisfont  au  système  (/*),  mais  en  qua- 
lité d'intégrales  singulières  ;  à  moins  que,  par  accident,  les 
valeurs  de  a,aiy . . .  a^^j  tirées  des  équations  (f  ),  ne  se  ré- 
duisent à  des  constantes,  ou  à  des  fonctions  de  t  ;  x,y,Zj  • . . 
qui  prennent  elles-mêmes  des  valeiu^s  constantes,  en  vertu 
des  équations  (9)  • 

Au  lieu  de  prendre  à  la  fois  tout  le  système  (/),  on  pour^ 
rait  remplacer  partiellement  certaines  des  équations  {<fj  par 
leurs  correspondantes  dans  le  système  (y),  c'est-à-dire  /)  par 
fi  et  ainsi  de  suite.  On  formerait  des  systèmes  mixtes^  qui 
satisfont  encore  à  leur  manière  au  système  des  équations 
différentielles  proposées. 

Cette  analyse  s'étendrait ,  s'il  était  nécessaire,  aux  équa^ 
tions  différentielles  simultanées,  d'ordres  quelconques*. 

510.  Pour  donner  un  exemple  d'intégration  simultanée 
dans  le  cas  où  les  équations  différentielles  proposées  ne  sont 
pas  linéaires,  et  pour  indiquer  en  même  temps  l'application 
qu'on  peut  faire  de  la  théorie  des  intégrales  singulières  aux 
équations  différentielles  où  toutes  les  variables  sont  mêlées, 
prenons  les  deux  équations  du  premier  ordre  à  trois  variables 

(a^r'+yx^)*— 8tey=0,  (1) 

En  les  différentiant  on  a 

{x'y  +  y'x)  {xTy  +  2jîy  +  xf)  =  t(xy  +  teV  +  txY), 

Si  Ton  tire  de  la  seconde  de  ces  équations  dérivées  la  valeur 
de  xy  pour  la  reporter  dans  le  second  membre  de  la  pre» 
mière,  on  mettra  celle-ci  sous  la  forme 
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(afy  +  ix'y'  +  xf)  {a/y  +  y'x  —  it)  =  0,  (3) 

et  on  la  décomposera  dans  les  deux  équations 

«'y  +  ^y  +  ajy"  =  0,  (4) 

^'y  +  y'x  —  9t  =0.  (5) 

L'équation  (4)  équivaut  à 

^^  =  0,  d'où  xy=at+b,  (6^ 

a^b  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

Ces  deux  constantes  ne  sont  pas  indépendantes  Tune  de 
l'autre;  car  les  deux  équations  (1),  (2)  doivent  s'accorder 
lorsqu'on  en  chasse  y, y'  au  moyen  de  Féquation  (6)  ;  et  Ton 
trouve  que ,  pour  rendre  ces  deux  équations  identiques ,  il 

a* 

faut  poser  ô= — -;  au  moyen  de  quoi  l'intégrale  (6)  de- 

4      . 

vient 

a* 
xy  =  at  —  -^.  (7) 

*• 

Chacune  des  équations  (1)  et  (2)  donne  ensuite 

adt  dx 

Si*—Zat~'x' 

d'où ,  en  intégrant  et  en  désignant  par  c  une  constante  ar- 
bitraire, 

.     x^t=^c(U^a).  (8) 

En  conséquence ,  le  système  des  équations  (7)  et  (8)  donne 
les  intégrales  complètes  des  deux  équations  proposées  (1) 
et  (2). 

On  peut  substituer  à  l'équation  (8)  une  autre  équation 
plus  simple  ;  car  on  en  lire 

xt^=  4c.-— oc.-, 

X  X 

tandis  que  l'équation  (7)  donne 
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X       *     X 

donc  y  si  Ton  désigne  par  a,  une  nouvelle  constante  arbi- 
traire, telle  que  aa^  =  4c,  Téquation  (8)  pourra  être  rempla- 
cée par 

xt=a,y,  (9) 

Maintenant,  si  Ton  emploie  le  second  facteur  de  l'équa- 
tion (3) ,  et  qu^on  élimine  x'j  y'  entre  l'équation  (5)  et  les 
deux  proposées,  il  viendra 

xy  =  t»,  (40) 

intégrale  singulière,  puisqu'elle  ne  contient  pas  de  constante 
arbitraire,  et  qu'elle  ne  peut  pas  rentrer  dans  l'intégrale  (7), 
par  une  détermination  convenable  de  la  constante  a.  D'ail* 
leurs  la  dérivée  de  Tîntégrale  (7)  par  rapport  à  a  donne 
a  =  2ty  et  cette  valeur  reportée  dans  l'équation  (7)  fait 
retomber  sur  l'intégrale  singulière  (10),  conformément  à  la 
théorie  exposée  dans  le  n*  précédent. 

Au  moyen  des  valeurs  de  t/,y\  tirées  de  l'équation  (10)^ 
les  proposées  se  changent  l'une  et  l'autre  en  a: — ix't  =  0, 
d'où,  en  intégrant  et  en  désignant  par  a  une  constante  arbi- 
traire, 

x^  =  od.  (44) 

D'ailleurs  il  est  aisé  de  voir  que  le  système  des  équations 
(10),  (H)  devient  identique  avec  celui  des  équations  (9)^ 
(10),  quand  on  pose  a=:a^. 

51 1  •  Si  l'on  excepte  les  équations  différentielles  linéaires 
dans  lesquelles  les  fonctions  de  la  variable  indépendante  et 
leurs  dérivées  sont  multipliées  par  des  nombres  constants,  il 
est  bien  rare  que  des  équations  différentielles  simultanées 
puissent  s'intégrer  autrement  que  par  approximation.  Dans 
certains  cas,  et  notamment  dans  les  problèmes  relatifs  aux 
mouvements  des  corps  célestes ,  on  a  donné  à  l'approxima* 
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tîon  une  forme  trop  remarquable  pour  que  nous  ne  Tindi- 
qoions  pas  brièvement. 
Afin  de  fixer  les  idées^  soient 

/  [f^XyX'ySfy ....  ;  y,^,fy  ....)  =  0 , 
f,[t',x,x',x\ ....  ;  y,y',y\  ....)  =  0 , 

deux  équations  entre  le  temps  t  et  les  coordonnées  x^y  S^mu 
point  mobile  sur  un  plan«  Admettons  de  plus  que  l'on  ait 

f,  f ,  f|,  f)|  désignant  d'autres  fonctions  des  mêmes  variables 
et  de  leurs  dérivées,  et  e  un  nombre  très  petit  :  de  sorte  que, 
si  Ton  supposait  ce  facteur  e  tout  à  fait  nul,  les  équations  du 
problème  se  réduiraient  à 

f  =  o,    f,  =0.  (AoJ- 

Supposons  enfin  que  le  système  formé  de  ces  dernières 
équations  puisse  s'intégrer,  et  qu'il  ait  pour  intégrales  gé- 
nérales 

'P{t',x,y\a,b,e, . . .  )  =  0,    P,(^»a:,y;û,6,c, . . .  )  =  0,  (i) 

s,6,c,  etc.,  désignant  des  constantes  arbitraires  amenées  par 
rintégration.  Si  l'on  élimine  t  entre  ces  deux  équations , 
on  aura 

P<M(«>y;«  A^^  ....)  =  0  07 

pour  l'équation  de  la  courbe  que  le  point  mobile  décrirait 
sur  le  plan  xt^j  dans  le  cas  où  l'on  pourrait  supposer  nul  le 
facteur  e. 

Maintenant  il  sera  permis  de  représenter  encore  par  les 
équations  (t)  les  intégrales  générales  des  équations  (fe),  dans 
lesquelles  on  ne  suppose  plus  nul  le  facteur  e,  poiurvu  que 
dans  les  fonctions  F,Fj  on  regarde  les  paramètres  a,&,c,etc., 
non  plus  comme  des  constantes,  mais  comme  des  fonctions 
de  la  variable  indépendante  t^  qu'il  faut  déterminer  de  ma- 
nière à  satisfaire  aux  équations  (fc).  D'après  l'hypothèse^ 
«elles-ci  ne  diffèrent  des  équations  {h^  que  par  la  présence  de 
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termes  qui  restent  très  petits  :  donc  on  peut  traiter  comme 
de  très  petites  quantités  les  dérivées  ou  les  fluxions 

da  db  de 

qui  s'évanouiraient  rigoureusement  avec  e.  Ordinairâaaent 
il  y  a  lieu  de  profiter  de  cette  remarque  poiur  simplifier  les 
équations  qu'il  s'agit  de  traiter  ^  et  qui  se  trouvent  substi- 
tuées au  système  des  équations  proposées. 

Dire  que  les  fluxions  (&]  sont  des  quantités  très  petites, 
c'est  exprimer  en  d^autres  termes  que  les  paramètres 
a^hjCy  etc. 7  varient  très  lentement,  ou  conservent  pendant 
un  long  laps  de  temps  des  valeurs  sensiblement  constantes. 
Donc,  si  Ton  observait  à  une  certaine  époque  le  mouvement 
du  point  {x^y\  on  trouverait  qu'il  décrit  sensiblement  la 
courbe  donnée  par  l'équation  (j),  dans  laquelle  il  faudrait 
attribuer  à  a^b^c,  etc. ,  de  certaines  valeurs  constantes.  Au 
bout  d'un  temps  considérable^  si  l'on  répétait  les  mêmes 
observations,  on  trouverait  encore  que  le  mobUe  décrit 
une  courbe  de  même  espèce ,  mais  pour  laquelle  les  para- 
mètres a^byCj  etc.,  ont  des  valeurs  sensiblement  différentes 
de  celles  que  leur  assignaient  les  premières  observations  ; 
et  ainsi  de  suite. 

Il  ne  faut  donc  pas  voir  seulement  im  artifice  ingénieux 
d'analyse  dans  la  méthode  d'intégration  par  la  variation 
des  constantes  arbitraires ,  dont  Lagrange  a  été  le  promo- 
teur, et  dont  nous  avons  vu  une  application  élégante  à  l'in- 
tégration rigoureuse  des  équations  différentielles  linéaires 
où  les  fonctions  et  leurs  dérivées  ne  sont  multipliées  que 
par  des  nombres  constants.  Elle  aurait  pu  être  suggérée 
par  l'observation  des  phénomènes,  à  la  représentation  des- 
quels elle  s'adapte  naturellement  dans  des  circonstances 
comme  celles  qui  viennent  d'être  définies. 


CHAPITRE  VIL 

DE    LA   CONSTRUCTION   DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    A    UNE 

SEULE   VARIABLE   INDÉPENDANTE,    . 


512.  Nous  avons  discuté  les  cas  principaux  où  Ton  sait 
assigner  la  fonction  qui  satisfait  de  la  manière  la  plus  géné- 
rale à  une  équation  différentielle  donnée,  ou  trouver  l'équa- 
tion générale  des  courbes  qui  jouissent  en  tous  leurs  points 
de  la  propriété  exprimée  par  l'équation  différentielle.  Nous 
avons  indiqué  comment,  lorsque  l'intégration  n'est  plus 
possible  sous  forme  finie,  on  peut  encore  souvent,  ou  rame- 
ner l'intégration  aux  quadratures,  ou  développer  l'intégrale 
en  séries  convergentes  ,  ou  quelquefois  même  remplacer 
es  séries  par  des  intégrales  définies,  prises  entre  des  limites 
spéciales,  et  susceptibles  d'être  évaluées  numériquement, 
avec  une  approximation  illimitée,  pour  chaque  valeur  de  la 
variable  indépendante.  Mais  une  équation  différentielle  à 
laquelle  aucun  de  ces  procédés  d'intégration  n'est  appli- 
cable, n'en  détermine  pas  moins  la  série  des  valeurs  numé- 
riques par  lesquelles  la  fonction  doit  passer,  après  qu'on  a 
assigné,  pour  ime  certaine  valeur  de  la  variable  indépen- 
dante, les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  et  de  ses 
dérivées,  jusqu'à  celle  dont  l'ordre  est  inférieur  d'une  unité 
à  l'ordre  de  l'équation  proposée.  Il  peut  même  arriver  que, 
par  la  discussion  directe  de  l'équation  différentielle,  on  dé- 
couvre la  marche  et  toutes  les  propriétés  caractéristiques 
de  la  fonction   qaelle   détermine  implicitement,  mieux 
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qu'on  ne  pourrait  le  faire  à  l'inspection  de  l'intégrale  géné- 
rale 9  donnée  sous  forme  finie»  ou  développée  en  séries,  ou 
bien  enfin  exprimée  par  des  intégrales  définies  ou  indéfinies. 
C'est  ce  que  Sturm  a  montré  dans  son  beau  mémoire  sur 
la  discussion  des  fonctions  Y,  déterminées  impUcitemenl 
par  l'équation  différentielle  du  second  ordre 


dx 

dans  laquelle  G,  K  désignent  des  fonctions  de  la  vamble  in- 
dépendante iP  (*). 

Cette  équation  comprend  celle  de  Riccati»  ou  celles  dont 
l'intégration  par  les  séries  et  par  les  intégrales  définies  a 
fait  l'objet  du  chapitre  m  du  présent  livre.  Lorsque  les  fonc- 
tions G,K  se  réduisent  à  des  constantes  réelles  et  positives^ 
la  fonction  V  représente  un  sinus  ou  im  cosinus.  Dans  le 
cas  général,  la  marche  de  la  fonction  V  office  avec  celle  des 
fonctions  sin  et  cos  des  analogies  très  remarquables,  que  lait 
ressortir  la  discussion  directe  de  l'équation  (V),  et  qu^il  faut 
voir  dans  dans  le  mémoire  cité.  Ce  chapitre  doit  porter  sur 
des  considérations  beaucoup  plus  élémentaires,  et  indiq^ien- 
sables  (437)  pour  compléter  la  théorie  de  Tinlégration  des 
équations  différentielles. 

513.  Soit 

F(a^,yy)=<>  (F) 

ime  équation  différentielle  du  premier  ordre  à  deux  varia» 
blés,  qui  devient 

y'  =  fi^^y),  (f) 

quand  on  la  résout  par  rapport  à  y'.  Pour  chaque  système 
de  valeurs  de  x  et  de  y,  cette  équation  détermine  le  rappcnrt 


(*)  Voyez  le  Journal  de  mathémaiiques  de  M.  LîottYÎlle,  1. 1,  p.  406. 
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de  la  variation  infiniment  petite  de  y  à  la  variation  infini- 
ment petite  de  x  :  elle  détermine  donc  implicitement  la  dif- 
férence finie  des  valeurs  de  y,  correspondantes  à  deux  va- 
leurs de  X  séparées  par  un  intervalle  fini,  lorsque  dans  Fin- 
tervalle  dy  ne  c^sse  pas  d'être  une  quantité  infiniment 
petite,  ou  lorsque  la  fonction  y  n'éprouve  pas  de  solution 
de  continuité  du  premier  ordre;  ce  qui  a  lieu  quand  la  fonc- 
tion y  reste  finie,  et  même  dans  certains  cas,  quoique  la 
la  fonction  y'  passe  par  Tinfini. 

Désignons  par  Xo,X  deux  valeurs  de  x  séparées  par  un 
intervalle  fini;  posons  nAaj=X — x^^  n  désignant  un 
nombre  assez  grand  pour  que  la  quantité  ^x  puisse  être 
considérée  comme  une  quantité  très  petite  du  premier  or- 
dre (45)  ;  faisons 

a:^  s==  oTo  +  Ax,    x%=^x^  +  ^ùix,    ar,=Xo  +  3Ax,  etc., 

et  désignons  par  t/o>  !/if  îf«»  etc-  ;  y'i»,  y',,  y\,  etc.,  les  va- 
leurs de  y,  y'  qui  répondent  respectivement  aux  valeurs  de 
X  désignées  par  x»,  x^j  x^^  etc.  Si  Ton  se  donne  arbitraire- 
ment la  valeur  de  yo>  on  peut,  a^ec  l'équation  (/),  calculer 
approximativement,  de  proche  en  proche,  la  série  des  va- 
leurs de  la  fonction  y  entre  les  limites  x^=:x^j  a;==X.  En 
efiBet,  cette  équation  donne 

et  Ton  a,  en  négligeant  une  quantité  très  petite  du  second 
ordre, 

y.  «  Vo  +  y\^  =  y«  +  r(^«,y*)- a«. 

Par  la  substitution  de  cette  valeur  de  y^  dans  l'équation 

onobtientla  valeur  y%,  affectée  d'une  erreur  qui  nepent  être 
non  {dus,  en  général,  qu'une  quantité  du  second  ordre  ;  car, 
en  général,  la  variation  de  la  fonction/est  une  quantité  de 
même  ordre  que  les  variations  des  quantités  Xy  y  dont  elle 
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dépend.  On  aura  donc,  aux  quantités  près   du  second 
ordre, 

yt=yi  +  y'.^— yo  +  /'(^o.yo).ûa:+  /'(ar„y.).Ax, 

et  ainsi  de  suite.  Comme  n  est,  par  hypothèse,  un  très  grand 

4 

nombre,  ou  —  une  quantité  de  Tordre  de  Ax,  Terreur  qui 

II 

se  commet,  à  chaque  valeur  de  y  que  Ton  détermine,  étant 
répétée  n  fois,  peut  amener  sur  la  valeur  trouvée  pour  Y 
qui  correspond  à  X,  une  erreur  égale  à  xme  quantité  très 
petite  du  premier  ordre,  ou  de  Tordre  de  AXj  et  qui  sera  né- 
gligeable si  Ton  a  pris  pour  àx  un  quantité  suffisamment 
petite  (*). 

On  remarquera  que  le  calcul  arithmétique  qui  vient  d'être 
indiqué,  équivaut  à  construire  la  courbe  dont  l'ordonnée  est 
la  fonction  y,  en  substituant  à  cette  courbe  un  polygone  qui 
s'«n  rapproche  d'autant  plus  que  la  ligne  Ax  a  été  choisie 
plus  petite,  et  en  se  donnant  en  outre  im  point  par  lequel  la 
courbe  doit  passer,  et  qui  est  un  des  sommets  du  polygone 
construit. 

514.  Quand  pour  x=a:j,  la  valeur  de  y,  donnée  par 
TéquationX  passe  par  Tinfini,  on  peut  renverser  cette  équa- 
tion et  écrire 

en  prenant  y  pour  variable  indépendante.  Si  la  fonction  y 
doit  devenir  infinie  en  même  temps  que  y',  Téquation  dif- 
férentielle, mise  sous  cette  dernière  forme,  pourra  servir  à 


(^)  On  n'a  guère  occasion  de  pratiquer  le  calcul  d'approximation  indiqué  dans 
ce  numéro,  et  par  conséquent  de  désirer  une  expression  rigoureuse  des  limites 
de  Terreur  commise.  Cette  expression  a  été  donnée  par  M.  Canchy.  On  peut  con- 
sulter l&-dessus  les  ouvrages  de  cet  habile  analyste,  et  un  mémoire  de  M.  Binet, 
inséré  dans  le  Journal  de  maikémaiiquês  de  M.  LiouviUe,  L  D,  p.  SS9. 
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prolonger  tant  qu'on  le  voudra  la  brandie  de  courbe  mjfi 

(fig.  102),  sur  laquelle  on  a  pris  le  point  m^  pour  point  ini-- 
tisJ,  et  qui  est  située  en  deçà  de  Tasymptote  PN,  j)arallèle  à 
Taxe  des  y.  Mais  on  ne  pourra  pousser  plus  loin  l'intégration 
qu*ea  faisant  passer  la  variable  x  par  des  valeurs  imagi- 
iiaires^  comme  nous  Favons  cléjà  remarqué  à  propos  des  in- 
tégrales définies. 

515.  Il  y  a  lieu  de  soumettre  à  une  discussion  spéciale  le 
cas  où  l'équation  différentielle  serait  de  la  forme 

En  effet,  soit  t/.  une  valeur  de  y  qui  fait  évanouir  y  y  :  si  la 
valeur  de  la  fonction  y  croit  ou  décroît  sans  discontinuité, 
de  la  valeur  initiale  t/o  à  la  valeur  y,,  au  moment  où  y  aura 
atteint  cette  valeur  j/,,  celle  de  y'  sera  nulle  ;  la  valeur  consé- 
cutive 

y.+i  =  y.  +  y'n^ 

se  réduira  donc  à  y,;  de  sorte  que  y',+i  sera  encore  une 
quantité  nulle,  et  ainsi  indéfiniment.  Par  conséquent  la  va- 
leur de  la  fonction,  après  avoir  été  une  quantité  variable 
de  t/o  à  y,,  deviendra  tout  à  coup  une  quantité  constante. 

fl  faut  bien  considérer  que  la  remarque  faite  ici  ne  porte 
pas  seulement  sur  la  construction  arithmétique  ou  graphi- 
que au  moyen  de  laquelle  les  valeurs  consécutives  d'une 
fonction  se  trouvent  déterminées  avec  une  approximation 
illimitée,  en  vertu  de  l'équation  différentielle  qui  exprime 
la  loi  de  ses  variations  infinitésimales,  lors  même  que  cette 
équation  ne  comporterait  pas  d'intégrale  exprimable  analy- 
tiquement.  La  remarque  porte  avant  tout  sur  la  génération 
même  de  la  fonction,  toutes  les  fois  qu'elle  passe  effective- 
ment et  dans  le  sens  propre  par  une  succession  de  valeurs  ; 
ce  qui  suppose  que  la  variable  indépendante  x  désigne  k 
temps  ou  une  quantité  qui  croit  avec  le  temps  « 

n  SI 
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516.  Il  s^agit  de  savoir  dans  quelles  circonstances  la 
fonction  y  peut  atteindre  la  valeur  qui  fait  évanouir  f^, 
en  partant  d^une  valeur  initiale  différente.  Pour  cela,  con- 
sidérons d'abord  le  cas  où  la  fonction  ^  {x,  y)  se  rédui- 
rait à  une  constante  c,  et  où  la  fonction  <py  serait  de  la 
forme  my -{-11,111  et  n  désignant  des  nombres  constants. 
L'équation 

y'=zc{my  +  n) 

a  pour  intégrale 

rTo,  t/o  désignant  les  valeurs  initiales  des  deux  variables.  La 
quantité  myo+n  est  par  hypothèse  différente  de  zéro  :  il 
résulte  donc  de  la  forme  de  l'intégrale ,  que  la  quantité 
my-\'n  ne  peut  redevenir  nulle  pour  aucime  valeur  finie  de 
X  ;  que  seulement  elle  converge  vers  zéro  quand  la  quan- 
tité mc(a:— a^),  supposée  négative,  prend  des  valeurs  nu- 
mériques de  plus  en  plus  grandes. 

Passons  au  cas  général,  et  admettons  seulement  que  la 
fonction  (f'y  ne  devienne  pas  infinie  pour  la  valeur  de  y  qui 
annule  <jy.  Soit  m  cette  valeur  :  si  la  fonction  y^  en  partant 
d'une  valeur  plus  petite  ou  plus  grande,  peut  croître  ou  dé- 
croître jusqu'au  point  d'atteindre  la  valeur  »,  il  sera  permis 
de  prendre  pour  y^  une  valeur  infiniment  peu  différente  de 
fi,  et  alors  <py  différera  infiniment  peu  de  {y — m)  ç'tq.  Ad- 
mettons, pour  fixer  les  idées,  qu'on  ait  1/0  >  ri ,  ç'»  >  0  :  dy 
ne  pourra  pas  devenir  négatif  pour  des  valeurs  positives  de 
dx,  et  par  conséquent  y  ne  pourra  point  passer  de  la  valeur 
1/0  à  la  valeur  m,  si  la  fonction  ^  (a?,  y)  ne  prend  dans  l'in- 
tervalle des  valeurs  négatives.  On  exclut  d'ailleurs  le  cas  où 
cette  fonction  passerait  par  l'infini  ou  deviendrait  indéter- 
minée. Soit  donc  — c  la  plus  grande  numériquement  des 
valeurs  négatives  que  la  fonction  ^  {x,  y)  prend  dans  Tinter- 
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valle  :  on  vient  de  voir,  d'après  la  forme  de  Tiatégrale  que 
comporte  l'écpiation 

rfy = — <^{y  —  >))- f >ï  rfa:,  (2) 

que  la  différence  y — vî  ne  peut  devenir  nulle  pour  aucune 
valeur  finie  de  x  ;  à  plus  forte  raison  il  est  impossible, 
quand  la  fonction  y  doit  satisfaire  à  l'équation  différen- 
tielle 

dy = ^(x^y)  '{y  — ri).  f'ndXy  (3) 

que  la  différence  y — m  s'évanouisse  pour  aucune  valeur 
finie  de  x  ;  puisque,  par  hypothèse,  la  fonction  4^  {x,  y)  y  en 
la  supposant  même  constamment  négative,  n'atteindrait 
jamais  une  valeur  numérique  égale  à  c,  et  qu'ainsi  y  dé- 
croît moins  rapidement  en  vertu  de  l'équation  (3)  qu'en 
vertu  de  l'équation  (2) . 

Si  Ton  supposait  y^  <  ii,  ou  fn  <  0,  on  démontrerait  par 
un  raisonnement  semblable,  que  y  ne  peut  devenir  égal  à  -n 
pour  aucune  valeur  finie  de  x. 

n  ne  reste  donc  plus  que  l'hypothèse  où  le  coefficient 
f'vi  devient  infini  ;  ce  qui  arriverait ,  par  exemple,  si  Ton 
supposait 

k  désignant  un  nombre  compris  entre  0  et  1,  ou  bien 
encore 

^^~log{y^ny 

et  alors  l'équation  y =>i  est  une  intégrale  singulière  de  l'é- 
quation (1). 

517.  Nous  avons  admis  que  l'équation  (F),  résolue  par 
rapport  à  y\  ne  donnait  pour  y'  qu'une  seule  valeur  réelle 
f  {x,  y).  Évidemment  dans  ce  cas  il  n'y  a  pas  d'intersection 
entre  les  lignes,  en  nombre  infini,  que  l'on  peut  construire 
en  vertu  de  l'équation  (F),  en  se  donnant  arbitrairement 
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trn  point  de  chaque  ligne;  puisque,  si  elles  se  coupaient,  y' 
aurait,  contre  l'hypothèse,  plusieurs  valeurs  correspondantes 
aux  coordonnées  a;,  y  des  points  de  rencontre.  Ce  principe 
ne  souffre  d'exception  que  si  la  valeur  de  y'  devient  indé- 
terminée pour  certaines  valeurs  de  x,  y.  Par  exemple,  l'é- 
quation différentieUe  y'=  |-  appartient  à  une  infinité  de 

lignes  droites  qui  se  coupent  toutes  à  l'origine  des  coor- 
données, point  pour  lequel  la  valeur  de  y'  se  présente  sous  la 

forme  U182].  ,    ,    ,    . 

Lorsque  l'équation  (F)  donne  à  y'  plusieurs  valeurs  dis- 
tmctesy'  =  f.(x,  y),  y' =i,{x,  y),  etc.,  chacune  de  ces 
équations,  prise  séparément,  peut  se  construire  comme  l'é- 
quation (/),  et  donne  naissance  à  un  système  formé  d'une 
infinité  de  courbes  ou  de  branches  de  courbes,  particula- 
risées par  le  choix  du  point  initial. 

Ainsi  l'équation 

y' V  _  2y'«(y  _  p)  +  y»  +  «»  =  0  <«) 

équivaut  aux  deux  suivantes 


,  ^  v-P-\/p(p-g.V>-^  (a^) 


y  = 


dont  chacune  peut  être  séparément  construite. 

Dans   cet  exemple,    y'  prend  une  valeur  imaginaire, 
toutes  les  fois  que  les  variables  ar,  y  satisfont  à  l'inégalité 

P(p  -  2y)  —  œ*  <  0. 
La  coutbe 

limite  donc  sur  le  plan  xy  la  région  dans  laquelle  peu- 
vent s'étendre  les  courbes  caractérisées  par  l'équation  (a). 
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Les  deux  valeurs  de  y  devieuneat  égales  pour  les  points 
situés  sur  la  courbe  (&)  ;  c'est-à-dire  qu'elle  est  le  lieu  des 
points  où  se  raccordent  deux  à  deux  les  branches  de  courbes 
caractérisées  respectivement  par  les  équations  (a,)9(a,).  Or 
ce  raccordement  peut  avoir  lieu  de  deux  manières  diffé- 
rentes. 

En  général,  la  tangente  commune  aux  deux  branches 
de  courbes  (ai);(a,),  pour  lès  points  situés  sur  la  courbe  (6), 
diffère  de  la  tangente  à  la  courbe  {b)  en  ces  mêmes  points. 
C'est  ce  qui  arrive  notamment  dans  l'exemple  que  nous 
avons  choisi.  La  valeur  de  y'  tirée,  des  équations  (a.),  (Oi), 
se  réduit  pour  les  points  situés  sur  la  courbe  {b)  à 

X 

tandis  que  la  différentiation  de  l'équation  {b)  donne 

^  — _?• 
dx  p' 

et  pour  que  cette  valeur  dé  ^  fût  égale  à  celle  précédem- 
ment tiouvée  pour  t/',  il  faudrait  qu'on  eût 

y^p  X 

il— £!__        ou    p(p  — îO-ap'^O, 
X  p  . 

relation  inconciliable  avec  l'équation  (6)^  excepté  quand 
î/  =  0. 

En  pareil  cas,  les  btanches  (ai),  (a,)  se  raccordent  sur  là 
courbe  {b)  en  formant  un  rebroussement  ;  et  cette  courbe 
linûte  est  le  lieu  de  tous  les  points  de  rebroussement  des 
courbes  auxquelles  appartient  l'équation  différentielle  (a)» 

518.  Mais  si  l'on  a  l'équation 
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laquelle  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 


y ^ .  («  J 


y ^ ^  l«.) 

il  arrive  que  la  tangente  commune  aux  branches  {a^,  (a,), 
aux  points  de  raccordement  de  ces  branches  situés  sur  la 
courbe  (i),  se  confond  avec  la  tangente  à  cette  dernière 
courbe,  qui  devient  ainsi  Tenveloppe  de  toutes  les  courbes 
caractérisées  par  le  système  des  équations  (a,) ,  (a,).  En 
eflety  réquation  qui  établit  cette  coïncidence,  savoir, 

gy  — p  _._f 

X  p 

est  identique  avec  l'équation  (J). 

Ce  résultat  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  vu  [1 84]  :  l'équation 
(a)  est  celle  qui  s'obtient  quand  on  éhmine  la  constante  a 
entre  Téquation 

y  =  ûX  H — -  X*,  (c) 

P 

et  sa  dérivée  immédiate.  L'enveloppe  de  toutes  les  para- 
boles caractérisées  par  l'équation  (<%),  ou  par  l'équation  (c) 
qui  en  est  l'intégrale  générale,  est  précisément  la  parabole 

{b). 

De  sorte  que  le  point  de  contact  de  chaque  enveloppée 
avec  l'enveloppe  divise  l'enveloppée  en  deux  arcs  parabo- 
liques, sur  l'un  desquels  la  valeur  de  y'  est  donnée  par 
l'équation  (aj,  tandis  que  sur  l'autre  elle  est  donnée  par 
l'équation  (a,) . 

519.  Ceci  fait  naître  une  autre  difficulté  :  car,  si  x  dé- 
signe le  temps  ou  une  quantité  croissant  avec  le  temps,  on 
ne  voit  pas  de  raison  pour  que  la  fonction  y  y  dont  la  loi  de 
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variation  est  exprimée  par  réquation  (a),  soit  représentée, 
pour  des  valeurs  de  x  plus  grandes  que  Tahscisse  Op  {figA8) 
du  point  de  contact  de  Tenveloppée  avec  Fenveloppe,  plu- 
tôt par  l'ordonnée  de  Tare  mn  appartenant  à  l'enveloppée, 
que  par  celle  de  l'arc  mpt  appartenant  à  l'enveloppe  ;  et 
cependant  il  est  impossible  que  cette  fonction,  partant 
d'une  valeur  initiale  donnée,  ait  à  la  même  époque,  ou  pour 
la  même  valeur  de  x,  deux  valeurs  différentes. 

Cette  difficulté  sera  levée  à  l'aide  des  considérations  sui- 
vantes : 

Désignons  par  ti = 0  Téquation  de  la  courbe  enveloppe, 
tt  étant  ime  fonction  de  x^y,  au  moyen  de  laquelle  nous 
pourrons  chasser  y  et  dy  de  l'équation  différentielle  pro- 
posée, n  faut  que  cette  équation  prenne  la  forme 

(fu  étant  une  fonction  de  u  qui  s'évanouit  avec  u ,  et  dont 
la  dérivée  (f'u  devient  infinie  pour  m  =  0^  du  moins  lorsque 
la  fonction  ^  (u^x)  ne  devient  point  elle-même  infinie  ou 
indéterminée.  Car,  de  cette  manière,  lorsque  la  fonction  t/, 
après  avoir  eu  à  l'origine  une  valeur  différente  de  zéro, 
vient  à  s'évanouir,  ce  qui  arrive  au  point  de  contact  de  Ten- 
veloppée  et  de  l'enveloppe,  la  tangente  de  l'enveloppée  est 
déterminée  par  l'équation  du  =  0,  et  se  confond  avec  celle 
de  l'enveloppe,  comme  cela  doit  être. 

n  en  résulte  [515]  que  la  fonction  u,  ayant  une  fois  atteint 
la  valeur  zéro,  conserve  indéfiniment  cette  valeur  pour 
des  valeurs  croissantes  du  temps  ou  de  la  variable  x  :  de 
sorte  que  la  fonction  y  y  représentée  dans  une  première  par- 
tie de  son  cours  par  l'ordonnée  de  l'enveloppée,  est  repré- 
sentée ultérieurement  par  l'ordonnée  de  l'enveloppe. 

Pour  appliquer  ceci  à  notre  exemple,  si  l'on  pose 
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les  équations  (a,),  («,)  deviendront 

du  =  yu . duz=\/u.  — 

X  X 

520.  Nous  retombons  de  cette  manière  sur  la  théorie  dey 
intégrales  singulières  exposée  dans  le  chapitre  FV  du  pré- 
sent livre.  On  voit  pourquoi  nous  leur  avons  conservé  le 
nom  à^intégralss  que  quelques  auteurs  leur  refusent  à  tort  : 
c'est  qu'en  effet,  quand  le  temps  joue  explicitement  on  im- 
plicitement le  rôle  de  variable  indépendante,  le  problème 
de  l'intégration  proprement  dite,  qui  consiste  à  assigner  la 
somme  des  accroissements  infiniment  petits  de  la  fonction 
dans  un  intervalle  de  temps  donné,  est  résolu  successive- 
ment au  moyen  d'une  intégrale  particulière  et  au  moyen 
de  l'intégrale  singulière  ;  de  sorte  que  la  solution  n'est  com- 
plète que  quand  on  joint  l'intégrale  singulière  au  système 
des  intégrales  particulières  ou  à  l'intégrale  générale. 

Cette  propriété  de  l'intégrale  singulière  lui  appartient  en 
raison  de  ce  qu  elle  représente  la  ligne  enveloppe  de  toutes, 
les  lignes  données  pay  les  intégrales  particulières.  En  con- 
séquence, lors  même  que  l'équation  de  la  ligne  enveloppe 
pourrait  se  tirer  de  l'intégrale  générale  par  une  détennina- 
tion  convenable  de  la  constante  arbitraire  (auquel  cas  elle 
ne  serait  plus  une  intégrale  singulière  dans  le  sens  pure- 
ment abstrait  que  les  analystes  sont  convenus  d'attacher  à 
cette  expression),  elle  n'en  mériterait  pas  moins  la  qualifi- 
cation d'intégrale  singulière^  en  ce  sens  qu'il  faudrait  la 
joindre  à  chacune  des  autres  intégrales  particulières,  pour 
compléter  la  solution  du  problème  d'intégration,  lorsque  la 
variable  indépendante  est  le  temps  ou  une  quantité  croissant 
avec  le  temps. 

Par  exemple,  l'écjuation  différentielle 

z*  —  y^  ^ 
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a  pour  intégrale  générale  Téquation 

y*  +  ^'  —  2ay  =  0, 

qui  représente  une  infinité  de  cercles  ayant  leurs  centres 
sur  Taxe  des  t/,  et  touchant  tous  Taxe  des  x  à  l'origine  des 
coordonnées.  L'équation  y  =  0,  qui  satisfait  à  la  proposée, 
n'est  qu'une  intégrale  particulière,  en  ce  sens  qu'elle  se 
tire  de  l'intégrale  générale  quand  on  y  fait  a= oo  :  mais  , 
si  la  variable  x  représente  le  temps ,  et  que  ,  pour  une 
valeur  négative  de  x  on  donne  à  y  une  valeur  positive , 
assujettie  seulement  à  la  condition  d'être  numériquement 
plus  petite  que  x,  la  fonction  y  s'annulera  en  même  temps 
que  Xj  et  restera  ensuite  constamment  nulle  pour  toutes  les 
valeurs  positives  de  a;.  Il  faut  donc  associer  Téquation  y=0 
à  chacune  des  autres  intégrales  particulières,  pour  en  for- 
mer un  système  qui,  dans  chaque  cas  particuUer,  résout  le 
problème  d'intégration  ;  et^  à  cet  égard,  l'équation  1/  ==  0 
est  vrainvBut  ime  intégrale  singulière  de  la  proposée. 
Pour  comparer  l'équation  (rf)  à  l'équation  (1),  on  posera 

et  la  fonction  ^y  ne  satisfera  plus  à  la  condition  établie 
[516],  pour  que  la  fonction  y,  partant  d'une  valeur  initiale 
autre  que  zéro ,  puisse  devenir  nulle  ;  mais  cela  tient  à  ce 
que  le  facteur  ^  {x,y)  devient  infini  pour  le  système  de  va- 
leurs a; = 0,  y = 0  ;  et  ce  cas  était  exclu  dans  la  démon- 
stration rapportée  au  n°  cité. 

521.  Passons  aux  équations  du  second  ordre  :  ce  que 
nous  allons  en  dire  s'appliquera  facilement  aux  équations 
d'un  ordre  quelconque. 

Soit 

y"  =  /•(ar.yy)  (0 

une  équation  du  second  ordre,  résolue  par  rapport  à  y"  : 
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admettons  que,  pour  une  valeur  x^  de  la  variable  indé- 
pendante, on  se  soit  donné  arbitrairement  les  valeurs  cor- 
respondantes t/.,  t/'o  ;  il  viendra 

y\  —  fi^oyVoyy'o)  ; 

et  si  Ton  pose  Xi=:Xo-^Ax,  Ax  désignant  une  quantité 
très  petite  du  premier  ordre ,  on  aura,  aux  quantités  près 
du  second  ordre, 

y.  =  yo  +  y'*  àx,    y\  =  y\  +  y\t^  î 
puis 

y^  =  A^i.y,,y'.)»  yt=y.'\'  y'My  y\  =  y\  +  y^M  ; 

et  ainsi  de  suite  ;  en  sorte  que  la  série  de  valeurs  par  les- 
quelles passe  chacune  des  fonctions  t/^y,  peut  être  calculée 
arithmétiquement  avec  une  approximation  indéfinie. 
Si  réquation  (e)  est  de  la  forme 

y"  ^  fy' M^yy^y'), 

et  que  y  atteigne  une  valeur  vi'  qui  fait  évanouir  t^y',  y" 
s'évanouira ,  et  par  suite  tf  conservera ,  à  partir  de  cette 
époque,  une  valeur  constante.  La  proposée  aura  pour  inté- 
grale première  singulière  y  '  =  )j'  ;  et  l'intégrale  de  celle-ci, 
y = Yî'a?  +  c,  satisfera  à  la  proposée,  mais  sans  en  être  l'in- 
tégrale générale,  puisqu'elle  ne  renfermera  que  la  constante 
arbitraire  c. 
Si  la  proposée  se  met  sous  la  forme 

y''=?y-*(^.y.y')=o, 

et  que  y  atteigne  une  valeur  v)  qui  fait  évanouir  (py ,  y"  s'éva- 
nouira ;  mais  comme  en  même  temps  y'  a  une  valeur  en 
général  différente  de  zéro,  y  et  y  prendront  aussi,  dans 
l'instant  suivant,  des  valeurs  différentes  de  zéro.  Par  con- 
séquent l'équation  t/='?,  qui  est  une  intégrale  singulière 
de  la  proposée ,  sans  constante  arbitraire,  ne  représentera 
point,  à  aucune  époque,  la  suite  des  Valeurs  par  lesquelles 
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doit  passer  la  fonction  y,  lorsque  la  variable  x  désigne  le 
temps  ou  une  quantité  croissant  avec  le  temps ,  à  moins 
toutefois  que  y'  ne  s'évanouisse  en  même  temps  que  c^y. 

.  On  pourrait  donner  plus  de  généralité  à  ces  remarques, 
conmie  nous  l'avons  fait  pour  les  équations  du  premier  or- 
dre ;  mais  il  sufiit  que  ce  sujet  soit  indiqué. 

522.  Considérons  encore  le  système  des  équations  simul- 
tanées [510] 

{x'y  +  y'xY  -  %tx'y'  =  0,  xy  —  f (xy'  -  x'y)  =  0  ; 

et  posons  xy — ^'==  u,  ce  qui  les  changera  en 

tt'«  +  4u  =  0,    2^(tt  +  t*)x'  =  {t*  +  u't  —  u)x. 

Lorsque  t,x^y  auront  atteint  des  valeurs  qui  annulent  la 
fonction  ti,  u'  s'évanouira,  et  par  suite  la  fonction  u  restera 
constamment  nulle  :  on  aura  pour  déterminer  x  l'équation 
ÏUs'^zzx^  d'où  x^  =  aJL.  Les  intégrales  générales  des  équa- 
tions proposées  sont 


a} 


xy=at -'-■',    xtzna^y. 

4 

Supposons,  afin  de  fixer  les  idées,  a>0  :  ce  système  repré- 
sentera les  valeurs  de  x^y  pour  les  valeurs  de  £  <  -  ;  mais, 

pour  t  >  2 ,  les  valeurs  de  x^y  seront  données  par  le  système 

xy  —  ^*  c=  0,     X*  =  ajj 

qui  représente  l'intégrale  singulière  des  proposées. 


LIVRE    SEPTIEME. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DE  l'intégration  DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 

—  APPUCATIONS  GÉOMÉTRIQUES. 

523.  Si  Ton  a,  entre  les  variables  indépendantes  x^y^  et 
la  fonction  z  qui  en  dépend^  une  équation  de  la  forme 

dz  =5  f{x,y)dx  +  ^[x,y)dy, 

Tintégration  de  cette  équation  se  ramène  aux  quadratures 
[393],  pourvu  que  les  fonctions  9,^  satisfassent  à  la  condi- 
tion d'intégrabilité 

df      dp 
dy      dx 

Si  les  fonctions  (p,v{;  renfermaient  la  variable  2,  ou  si  Ton 
avait  entre  les  variables  x,y,z  et  leurs  différentielles  totales, 
réquation 

X(te  +  Yrfy+Z(fet=:0,  '  (4) 

X,  Y,  Z  désignant  des  fonctions  de  x^  y,  z,  on  ramènerait 
encore  aux   quadratures  l'intégration  de  cette  équation 
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[396],  pourvu  que  les  fonctions  X,Y,Z  satisfissent  aux  con- 
ditions d'intégrabilité 

dX      dY  dX      dZ  dY      dZ 

dy      dx^  dz      dx^  dz      dy^ 

«t  rintégrale  aurait  la  forme  F  (a;,i/,2)  =  consi.^  F  désignant 
la  fonction  dont  le  premier  membre  de  l'équation  (1)  est  la 
•différentielle  exacte. 

L'équation  (1)  peut  être  mise  sous  la  forme 

dx  =  —  —  (/y  —  -  dii 
X  ^      X      ' 

il  s'agit  de  trouver  une  fonction  x  de  deux  variables  indé- 
pendantes y  et  z  satisfaisant  à  cette  équation,  c'est-à-dire 
tine  fonction  x  dont  les  deux  dérivées  partielles  par  rapport 

Y 

à  1/  et  à  2  soient  égales,  la  première  à  —  -,  la  seconde  à 

—  j7.  Regardons  d'abord  z  comme  une  constante,  et  cher- 
chons la  fonction  la  plus  générale  dont  la  dérivée  partielle 
par  rapport  à  y  est  égale  à  — ^  ;  cette  fonction  devra  satis- 
faire à  l'équation  différentielle  ordinaire 

Y 

'dx  —  '^r^dy, 

ou 

Xdx  +  Ydy  —  0,  (2) 

dx  étant  ici  la  différentielle  partielle  par  rapport  à'y.  Soit 

U  =  Z,  (3) 

l'intégrale  générale  de  cette  équation,  Z,  désignant  une 

fonction  arbitraire  de  2.  Il  faut  maintenant  déterminer  Z| 

dx 
de  manière  que  la  valeur  de  la  dérivée  partielle  —  tirée  de 

l'équation 
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dUdx     dU_rfZ. 
dx  dz      dz       dz 

Z 

soit  égale  à  — —,  ce  qui  donne 

^_rfU_Z  rfU 

dz      dz      Xdx'  ^  ' 

Si  dans  le  second  membre  de  cette  équation  on  remplace 
X  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (3),  y  doit  disparaître^ 
puisque  Zi  ne  contient  que  z.  Pour  que  la  question  proposée 
soit  possible,  il  faut  donc  que  cette  condition  soit  remplie. 
Quand  elle  sera  remplie,  on  intégrera  l'équation  (4)  entre  les 
variables  z  et  Z|  ;  soit 

f{z,Z,)  =  C  (5) 

l'intégrale  générale  de  l'équation  (4)  ;  en  remplaçant  Z,  par 
sa  valeiu*  U  donnée  par  l'équation  (3),  on  arrivera  à  une 
équation  de  la  forme 

F(x,y,z)  =  G,  (6) 

C  étant  une  constante  arbitraire. 
De  l'équation  (6)  on  déduit 


dF 

dF 

dx 

dy' 

dy 

~~   dr 

dx 

dx 
dx~~ 

dz 
dF 
dx 

on  aura  donc 

• 

dF 

dy      Y 

dF~X 

dx 

rfF 

dz       Z 

*  dF~X' 
dx 

ou 

dF     i 
dx 

X 

JF     dF 
dy^dz    . 
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Ces  deux  équations  doivent  être  vérifiées  quels  que  soient 
x,y,z  ;  autrement,  en  remplaçant  x  par  sa  valeur  tirée  de 
Féquation  (6),  on  aurait  une  relation  entre  y,z  et  la  con- 
stante C. 
En  appelant  ii  ces  rapports  égaux,  on  a 

Le  premier  membre  de  l'équation  (1  )  multiplié  par  f*  devient 
une  difiérentielle  exacte.  On  en  déduit  les  conditions 

d.ftY      d.i*Z      d.fiZ      d.f/X      d  iiX      d.fïY 
dz    ^^  dy  ^       dx  dz  '       dy  dx  ' 

ou  en  développant 

— -l-v— =   ^4-Z  — 
dz         dz        dy         dy 

—  4-Z— =    — 4-X  — 
dx         dx        dz         dz 

—  4-X— =    — 4-Y  — 
dy         dy        dx        dx' 

Si  l'on  ajoute  ces  trois  équations,  multipliées  respective- 
ment par  X,Y,Z,  et  si  Ton  supprime  le  facteur  fjt,  il  vient 


^/rfY      dZ\      ^/dZ      (/X\    .   ^/rfX      dY\      ^ 


(7) 


Telle  est  la  condition  d'intégrabilité. 

Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  cette  condition  est 
suffisante.  Revenons  à  l'équation  (2)  qui  admet  pour  inté- 
grale l'équation  (3)  ;  on  a 

rfU  rfU 

dx  dy 

Nous  avons  ensuite  à  intégrer  l'équation  (4),  dont  le  second 
membre 


I 
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du 
àZ 

dz 

ne  doit  pas  renfermer  y,  après  qu'on  a  remplacé  a;  par  sa 
valeur  tirée  de  l'équation  (3).  Il  faut  pour  cela  que  la  dé- 
rivée par  rapport  à  i/,  en  regardant  x  comme  une  fonction 
dey,  soit  nulle.  On  doit  donc  avoir 

H T •  — ^» 


dx  dxj  dy 


ou 


et  en  ayant  égard  à  la  relation 

dy         dx 

on  retombe  sur  la  condition  (7). 

524,  Lorsque  cette  équation  n'est  pas  satisfaite,  il  n'existe 
pas  une  fonction  x  de  deux  variables  indépendantes  y  fi. 
susceptible  de  vérifier  l'équation  (1  )  ;  ce  qui  revient  à  dire 
que  cette  équation  n'exprime  plus  une  propriété  donC  puis- 
sent jouir  les  coordonnées  x^y^z  d'ime  certaine  surface. 
Cependant  l'équation  (1)  n'est  pas  dépourvue  pour  cela  de 
toute  signification,  et  rien  n'empêche  qu'elle  exprime,  par 
exemple ,  une  propriété  commune  à  une  série  de  courbes, 
dont  a;,y,2  désigneraient  les  coordonnées  courantes  [263  ei 
267]  :  seulement  il  n'existe  pas  de  surface  qui  soit  le  lieu 
géométrique  de  toutes  ces  lignes.  Si  Ton  établit  une  liaison 
arbitraire  entre  y  et  x,  ce  qui  revient  à  tracer  arbitrairement 
la  projection  d'une  de  ces  lignes  sur  le  plan  xy,  z  derient 
fonction  de  la  seule  variable  indépendante  x^  et  l'équation 
(1),  construite  comme  une  équation  différentielle  ordinaire, 
détermine  la  projection  de  la  même  ligne  sur  le  plan  xz, 
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pourvu  seulement  qu'on  donne  un  point  par  lequel  cette 
projection  doit  passer.  L'intégration  de  l'équation  (1)  con- 
siste dans  ce  cas  à  trouver  entre  les  coordonnées  finies  x,y,z 
un  système  d'équations  renfermant  une  fonction  arbitraire, 
et  d'où  l'on  puisse  tirer,  par  une  détermination  convenable 
de  la  fonction  arbitraire ,  toutes  les  lignes  dont  les  coor- 
données jouissent  de  la  propriété  de  satisfaire  à  l'équation 
différentielle  proposée. 

Or,  la  solution  de  ce  problème  dérive  immédiatement  de 
l'analyse  qui  nous  a  conduit  à  l'intégration  de  l'équation 
proposée ,  lorsqu'elle  satisfait  à  la  condition  d'intégrabilité  ; 
car  si,  dans  le  cas  contraire,  au  lieu  de  déterminer  la  fonc- 
tion  Z|  qui  entre  dans  l'équation  (3),  on  pose 

V  =  fZ,  (8) 

<f  désignant  une  constante  arbitraire,  et  ensuite 

rfU        ZdU  ,  ,nx 

les  valeurs  de  x^y  en  fonction  de  z,  qui  vérifieront  les  équa- 
tions (8)  et  (9),  vérifieront  aussi  l'équation  proposée,  dont 
l'intégrale  sera  exprimée  en  conséquence  par  le  système 
des  équations  (8)  et  (9),  contenant  la  fonction  arbitraire  9 
et  sa  dérivée.  En  effet,  si  l'on  différentie  l'équation  (8)  en 
faisant  varier  à  la  fois  x.tjyZy  on  a 

--rfx  +  -r-dy+— «fa— f'zrfz=rO, 
dx  dy  dz 

et,  en  vertu  de  l'équation  (9), 


Mais 


dU  ,        dV  ^       2  du  _, 


dU_,       dU_ 
dx  dy 

T.  II.  22 
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il  en  résulte 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'exprimer  que  la  ligne  dont 
les  coordonnées  courantes  sont  x^y^z^  est  déterminée  par  le 
contact  d'une  surface  conique  ayant  son  centre  au  point 
{^•jVoj^y  et  d'une  surface  de  révolution  autour  de  l'axe  des 
z  :  les  coordonnées  des  points  situés  sur  cette  ligne  devront 
vérifier  à  la  fois  [249  et  254]  les  équations 

py  — jx=:0,  (H) 

dz  c=  pdx  -}-  qdif, 

d'où  l'on  tire,  par  l'élimination  dep  et  de  qy 

dz  xdx  +  ydy 

=  Z} xT   / ;•  («2) 

Cette  équation  ne  satisfait  pas  à  la  condition  d'intégrabilité, 
tant  que  x.,ifo  ne  sont  pas  nuls  :  on  a  dans  ce  cas 

X  =  a?(a?  —  x^)  +  y  {y  —  y^), 
U:i=i{x>  +  y«),  Z= i-; 

z —  2^ 

au  moyen  de  quoi  les  équations  (8)  et  (9)  deviennent 

ar  +  y' = 8»z, =  fx.  (4  3) 

z  —  Zj 

L'équation  (12)^  ou  le  système  des  équations  (13)  qui  en 
est  l'équivalent ,  appartiennent  donc  à  toutes  les  lignes  qui 
jouissent  de  la  propriété  géométrique  définie  ci-dessus. 

On  aurait  pu  modifier  Ténoncé  du  même  problème,  en 
demandant  quelle  est  l'équation  de  la  surface  qui  se  trouve 
comprise  à  la  fois  dans  la  famille  des  surfaces  coniques  ca- 
ractérisées par  réquation  (10)  et  dans  celle  des  surfaces  de 
révolution  caractérisées  par  l'équation  (1 1).  L'équation  (12) 
à  laquelle  on  est  conduit  pour  exprimer  cette  double  condi- 
tion ,  ne  satisfaisant  pas  à  la  condition  d'intégrabilité  tant 


ÉQUATIONS   AUX   DIFFÉRENTIELLES   TOTALES.  339 

que  0^0,1/0  ^^  sont  pas  nuls ,  il  en  résulte  que,  dans  le  cas 
général,  une  telle  surface  n'existe  pas.  Lorsque  a?o)!/o  sont 
nuls,  réquation  (1 2)  s'intègre  et  donne 

c  désignant  la  constante  arbitraire.  Cette  équation  appar- 
tient à  tous  les  cônes  droits  qui  ont  leur  centre  au  point  de 
l'axe  des  z  dont  l'ordonnée  est  z^  ;  et  il  est  bien  évident 
qu'en  effet  ces  cônes  droits  satisfont  au  problème  ainsi 
énoncé. 
En  mettant  l'équation  (12)  sous  la  forme 

dz[x{x — x^)  +  yiy  —  y^)]  =  {z  —  z^)  (xdx  +  ydy), 

on  voit  qu'elle  est  satisfaite  par  l'équation  z — Zo  =  0,  sans 
qu'on  ait  besoin  de  supposer  nulles  les  coordonnées  x^j  jfo« 
Ainsi  le  plan  mené  par  le  point  {Xo^rjo,^^,  perpendiculaire- 
ment à  l'axe  des  z,  est  une  surface  qui  satisfait  à  l'énoncé 
du  problème  ;  mais  cette  solution  n'est  que  singulière^ 
comme  le  montre  bien  la  forme  de  l'équation  ci-dessus,  et 
l'on  n'y  trouve  pas  la  constante  arbitraire  essentielle  à  l'in- 
tégrale complète. 

*  525.  Lorsque  l'équation  proposée  n'est  pas  linéaire  par 
rapport  aux  différentielles  dx^dy^dzj  elle  n'est  susceptible 
de  satisfaire  à  l'équation  (7),  et  d'avoir  en  conséquence 
pour  intrégrale  complète  une  équation  entre  x^y^z  et  un 
paramètre  arbitraire,  qu'autant  qu'elle  peut  se  décomposer 
préalablement  en  facteurs  linéaires.  Cependant,  parmi  les 
équations  non  linéaires  qui  ne  satisfont  pas  à  cette  condi- 
tion préalable  d'intégrabilité ,  il  y  en  a  encore  qui  com- 
portent une  signiûcalion  géométrique ,  et  qui  sont  suscep- 
tibles de  s'intégrer,  avec  toute  la  généralité  requise,  moyen- 
nant l'introduction  de  fonctions  arbitraires. 

Ainsi  le  problème  de  la  rectification  des  courbes  planes 
consiste  à  intégrer  l'équation  différentielle  à  trois  varioles 
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ds''  =  dx^  +  dy\  (U) 

qui  ne  peut  point  se  décomposer  en  facteurs  linéaires  y  ni 
comporter  pour  intégrale  une  équation  unique  entre  x,y,* 
et  une  constante  arbitraire ,  mais  dont  néanmoins  Tinté- 
grale  générale  peut  s'écrire  sous  une  forme  plus  complexe. 
En  effet,  il  est  permis  de  mettre  Téquation  (14)  sous  la 
forme 

ds* = {dx  cos  a  —  dy  sin  «)•  +  {dx  sin  s  +  i/y  cos  «)*, 

«  désignant  un  angle  arbitraire  ;  et  par  suite  on  peut  rem- 
placer cette  équation  par  le  système  des  deux  autres 

ds=sdxcos  a  —  dy  sin  a,    dxsm  x  4^  £ify  cos  a  £=  0^ 

qui  ont  pour  intégrales 

«t=aîcosa  —  ysin«  +  ]5,    :rsma  +  ycosat=:y,       (45) 

P,7  désignant  d'autres  constantes  arbitraires.  Maintenant 
que  le  système  (1 5)  nous  fournit  une  solution  particulière 
de  l'équation  (14),  il  s*agit  de  généraliser  cette  solution; 
et  pour  cela^  suivant  la  méthode  déjà  appliquée  dans  le 
chapitre  VIII  du  quatrième  livre,  nous  poserons  d'abord 
|3  =s  ya,  y  =  ipa,  puis  nous  égalerons  à  zéro  les  dérivées  des 
équations  (15)  par  rapport  à  ol  ,  considéré  maintenant 
comme  variable.  Ce  calcul  donne 

0  = — X  sin  «  —  y  cos  a  4-  ^'a,  x  cos  «  — •  y  sin  «  r=  ^a^ 

d'où  vpâ^ssf'a,  ^'a^=s(fa.  Conséquemment  on  satisfera  à 
l'équation  (1 4)  par  le  système  des  trois  équations 

s  :=:  X  COS  a  — >  y  siu  a  -j~  f  » 
X  sin  a  +  y  COS  «  =  tj^'y^ 

x  008  oe  —  y  sin  a  r=  y*», 

dans  lequel  la  fonction  9  reste  arbitraire,  ou  par  le  système 
suivant  qui  s'en  déduit, 


ÉQUATIONS  AUX   DIFFÉRENTIELLES  TOTALES.^  341 

y  =  y'a.COS  a  —  /a.sin  a,  \  (<6) 

et  d'où  Von  tire  en  effet 

dx  =  (f '«  +  f"'(f)  COSarfa, 
rfy  =3  —  (f'a  +  f'"a)  sia^a, 
ds  =  [f'a  +  f"'a)da, 

valeurs  qui  vérifient  bien  évidemment  l'équation  (14).  Si 
Ton  assigne  la  forme  de  la  fonction  7,  on  aura  l'équation 
de  la  courbe  plane  dont  s^x^y  désignent  respectivement 
l'arc,  Tabscisse  et  l'ordonnée,  en  éliimnant  a,  si  c'est  pos- 
sible, entre  les  deux  premières  équations  (16),  et  la  valeur 
de  Tare  en  fonction  de  a;  ou  de  y  y  en  éliminant  a  entre  la 
troisième  et  la  première  ou  la  seconde  des  équations  de  ce 
groupe.  Si  l'on  donne  au  contraire  l'équation  de  la  courbe 

on  y  substituera  les  valeurs  précédentes  de  x  et  de  y,  ce  qui 
donnera  une  équation  différentielle  du  second  ordre,  entre 
a  et  ©a,  dont  l'intégration  complète  doit  amener  deux  con 
stantes  arbitraires.  Or,  dans  ce  cas,  la  troisième  équation 
(1 6)  donnerait  aussi  la  valeur  de  5  avec  deux  constantes  ar- 
bitraires ;  tandis  que  cette  valeur  ne  comporte  essentielle- 
ment qu'une  constante  arbitraire ,  en  raison  du  choix  arbi- 
traire de  l'origine  des  arcs.  Voici  comment  cette  difficulté  a 
été  levée  par  Poisson^  d'après  une  remarque  analogue  de  - 
Lagrange  [492]  : 

Quand  on  différentie  l'équation  {[)  et  qu'on  y  substitue^ 
pour  dXf  dy  leurs  valeurs  en  fonction  de  a,  il  vient 

('^cos«-^sin«VA  +  ?'"«)^^=0» 
\dx  ay        J 

équation  qui  se  décompose  en  deux  autres 
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df  df   , 

?  «  +  9    «  =  0,      -r-  C08  a  —  V-  sin  a  =  0. 

dx  dy 

La  première  s'intègre  immédiatement  et  donne 

mais  cette  solution  ne  satisfait  pas  à  la  question,  puisqu'on 
en  conclurait  s  =  const.  La  seconde  équation  ne  contient 
pas  y'"«,  et  elle  est  du  second  ordre  par  rapport  à  y,  aussi 
bien  que  Técpiation  (/*).  Si  donc  on  élimine  y"»  entre  ces 
deux  équations  du  second  ordre,  on  obtiendra  une  équation 
du  premier  ordre,  qui  sera  une  intégrale  singulière  de  {[)  : 
en  intégrant  de  nouveau,  on  aura  la  valeur  de  ^,  et  par 
suite  celle  de  s  avec  une  seule  constante  arbitraire. 

*526.  Le  système  des  équations  (16)  n'est  pas  le  seul 
qu'on  puisse  poser  comme  équivalent  à  l'équation  (14).  Il 
est  clair  que  l'on  satisferait  à  cette  équation  par  le  système 
de  valeurs  particulières 

X=:a8  +  a,    y  ==5»  v^4  —  û* +13, 

dans  l'expression  desquelles  a,  a,  p  désignent  des  con- 
stantes. Donc  on  satisfera  aussi  à  l'équation  (14)  par  le  sys- 
tème de  formules 


dans  lesquelles  (f,  ^  désignent  des  fonctions  arbitraires  do 
la  variable  ce,  assujetties  à  vérifier  les  équations  dérivées 

Les  équations  (1 7)  et  (18)  peuvent  s'écrire  ainsi  qu'il  suit  : 

X  —  a  4 

8  S 
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par  où  l'on  voit  que  la  première  s'identifiera  avec  la  qua- 
trième, si  l'on  détermine  la  fonction  f  de  manière  à  satis- 
faire à  la  relation 


^=_rV<-(^)"- 


En  même  temps  la  seconde  équation,  qui  est  la  dérivée  de 
la  première  par  rapport  à  «,  s'identifiera  avec  la  dérivée  de 
la  quatrième  ou  avec  la  seconde  dérivée  de  la  troisième  :  la 
fonction  9  se  trouvera  éliminée,  et  l'on  aura,  pour  satisfaire 
à  réijaalion  (1 4),  le  système  des  trois  équations, 

à  l'inspection  desquelles  on  reconnaît  que  a,  4^  et  «  dé- 
signent les  coordonnées  parallèles  aux  x  et  aux  1/9  et  le  rayon 
de  courbure  de  la  ligne  qui  aurait  pour  dévdoppée  celle 
dont  Xjy  sont  les  coordonnées  courantes  [190  et  suiv.^  344 
et  492]. 

Si  réquation  (1 4)  était  remplacée  par  cette  autre  plus 
générale 

la  même  analyse  doimerait,  au  Heu  des  équations  (19)^ 

F(^-j-,— -.^-0,  -~0,  —.-0. 


CHAPITRE  n. 

DE    l'intégration,     EN    TERMES    HNIS ,     DES    ÉQUATIONS     AUX 
DIFFÉRENCES   PARTIELLES   DU   PREMIER   ORDRE. 


527.  On  a  vu  [166  et  suiv.]  comment  se  pratique  l'éli- 
mination  des  fonctions  arbitraires  entre  une  équation  à  plu- 
sieurs variables  indépendantes  et  ses  dérivées  ;  et  comment, 
par  cette  élimination,  on  tombe  sur  une  équation  aux  diffé- 
rences partielles,  qui  a  autant  de  généralité  que  Téquation 
primitive,  et  dont  cette  équation  primitive  est  Fintégtale. 
Ce  sujet  a  été  repris  avec  plus  de  détails,  en  vue  des  appli- 
cations à  la  théorie  des  surfaces,  dans  les  chapitres  VU  et 
VIII  du  quatrième  livre.  Maintenant  il  s'agit  d'exposer  les 
procédés  les  plus  généraux  qu'on  emploie  pour  remontes 
d'une  équation  aux  différences  partielles  à  son  intégrale  ; 
quand  cette  intégrale  peut  s'exprimer  sous  forme  finie,  ou 
en  séries  convergentes  d'im  nombre  infini  de  termes ,  avec 
les  signes  reçus  dans  Tanalyse.  D'ailleurs  les  équations  aux 
différences  partielles,  considérées  en  eUes-mémes,  indépen- 
damment des  accidents  de  forme  qui  font  qu'elles  admettent 
ou  qu'elles  n'admettent  pas  des  intégrales  analytiques,  ont 
une  signification  et  une  valeur  propres  qui  doivent  faire 
l'objet  d'une  étude  particulière  et  d'une  discussion  directe  : 
c'est  par  cette  discussion  que  nous  terminerons  le  présent 
livre. 

$  h**.  De  l'inlégration  des  équations  linéaires  du  premier  ordre. 

528.  L'intégration  des  équations  aux  différences  par* 
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tielles  du  premier  ordre,  linéaires  par  rapport  axix  dérivées 
partielles  qu'elles  renferment,  a  été  ramenée  par  Lagrange 
à  dépendre  de  l'intégration  d'un  système  d'équations  diffé- 
rentielles simultanées.  Soit  l'équation  aux  différences  par- 
tielles 

du  du         du  du 

U,X,Y,Z,T,  etc.  désignant  des  fonctions  quelconques  des 
n+ 1  variables  u^x,tfjZjty  etc.  Il  s'agit  de  trouver  une  fonc- 
tion u  des  n  variables  indépendantes  x,  y^  Zjt...,  qui,  sub- 
stituée, avec  ses  dérivées  partielles,  dans  l'équation  (a),  vé- 
rifie cette  équation,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  n 
variables  indépendantes.  Représentons  par 

F{u,x,y,z,t, )  =  0  (a') 

l'équation  intégrale  doimant  la  valeur  de.  tu 

Les  dérivées  partielles  de  la  fonction  u  sont  données  par 
les  équations 

dx      dudx        '     dy      dudy         '     dz      dudz 

si  l'on  substitue  dans  Téquation  (a),  il  vient 

rfF  dF  d¥         dF         d? 

"t-  +X  j-  +  Y  :j^  +  Z:^+  T-  +  etc.  =0;       (*) 
du         dx  dy         dz  dt 

cette  équation  doit  être  vérifiée,  quelles  que  soient  les  n  va- 
riables indépendantes  x,y,Zyt ,  après  qu'on  a  remplacé 

u  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (a').  Nous  cherchons  en 
ce  moment  les  solutions  pour  lesquelles  l'équation  (b)  est 
vérifiée  identiquement?,  c'est-à-dire  quelles  que  soient  les 
n-fl  variables  ti,a;,i/,z,^..,  sans  qu'on  remplace  u  par 
sa  valeur  tirée  de  l'équation  (a').  La  question  revient  à 
intégrer  l'équation  {b)  dans  laquelle  F  désigne  une  fonc- 
tion de  11  + 1  variables  indépendantes w,a;,t/,z,t..- 
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Concevons  qu'on  ait  intégré ,  avec  toute  la  généralité 
requise,  le  système  des  n  équations  différentielles  simul- 
tanées, 

du cto dy <fe dt . 

ÏÏ~Y~Y'^Z~T~®     ' 

dans  lesquelles  il  n'y  a  qu'une  variable  indépendante,  on 
pourra  mettre  les  intégrales  sous  la  forme 

a^j  a^,...a,  désignant  les  n  constantes  arbitraires  amenées 
par  l'intégration  ;  et  Ton  aura  par  conséquent 

^du  +  ^dx+^dy  +  ^dz  +  ^dt+eUi.  =  0, 
du  dx  rfy  dz  dt 

—  dtt+— -rfa:+-r-dy  +  — dz  +  — rf^+etc.  =0, 
du  dx  dy  "       dz  dt 

dtn    ,  dtn    ,        .     df ,    ,        ,    dt,    ,  dU  ft 

-^rftt+— (/ar+  — rfy  +  — dz  +  — *  +  etc.=0; 
du  dx  dy  dz  dt 

OU  bien,  en  vertu  des  équations  (c), 

* 

du  dx  dy  dz  dt 

Ces  équations  (cl')  doivent  être  vérifiées  identiquement, 
c'est-à-dire  quelles  que  soient  u,âr,y ,z^^ ..  ;  car  si  Ton  prend 
t  pour  variable  indépendante,  rien  n'empêche  de  sup- 
poser que  ces  constantes  sont  les  valeurs  Ui,Xoyy.A"'^ 
de  u,a;,y,z...,  pour  r=  f,  ;  si  donc  on  fait  f =l«  dans  les 
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équations  {d')  on  aura  des  relations  entre  les  n  -f- 1  quan- 
tités arbitraires  t^jUojX.yyojZ^' •  *  ^  ce  qui  est  impossible. 
On  voit  par  là  que  les  n  fonctions  fi,f^, . . .  f«  satisfont  à 
réquation  (b)  et  fournissent  autant  d'intégrales  particulières 
de  cette  équation. 

n  est  facile  de  voir  qu^une  fonction  arbitraire  $  des 
quantités  f^,  fs, . . .  f.  satisfait  pareillement  à  Téquation  {b)  -, 
car  si  Ton  ajoute  les  premiers  membres  des  équations  (d'), 
après  les  avoir  multipliés  respectivement  par 

d^    d^        d^ 

df,'dû'"'d!: 

il  vient  identiquement 

»,rf*  .  „fif*         d*         rf*         d^  ,     . 

Donc  on  a  pour  intégrale  générale  de  Téquation  (6),  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose,  de  l'équation  (a), 

*(f i>fi»f «  • . . f-)  =  0,    ou    f  1  =  y(f t ,f 8 .  •  •  f.)* 

*,  9  étant  des  caractéristiques  de,f onctions  arbitraires. 

529.  Appliquons  cette  analyse  à  l'équation  à  trois  va- 
riables 

< 

X^  +  Y^=Z,    ou    Xp  +  Yq  =  Z,  {*) 

ax         atf 

et  supposons  en  premier  lieu  que  les  fonctions  X,  Y,  Z  se 
réduisent  à  des  nombres  constants  P,  Q,  R  :  les  équations 
(c)  deviennent 

^dx  —  ?dz  =  0,    Rrfy  —  Qdz  £=  0, 

et  elles  conduisent  aux  intégrales 

Ra?  — P2  =  a,,    Ry  — Qz  =  aj;  {%) 

de  sorte  que  la  proposée  (1)  a  pour  intégrale  générale 


* 
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Ro;  —  Pz  =  f  (Ry  -r-  Qz). 

Cette  équatioit  caractérise  la  famille  des  sur£aces  cylin- 
driques, et  les  équations  (2)  sont  celles  des  droites  générar 
trices  [247]. 

Conservons  à  X,  Y  leurs  valeurs  constantes  P,  Q,  et 
posons  Z=2  ;  on  aura  pour  équations  différentielles  à  in- 
tégrer 

Pdy— Q*F=0,    zrfa:  — Pcfe  =  o, 
d'où 

m 

Py  — Q^  =  «i,    z^a/; 

ce  qui  met  l'intégrale  de  la  proposée  sous  la  forme 

m 

z  =  /.f(Py-Qx).  (3) 

Enfin,  SI  nous  prenons  pour  dernier  exemple  Téquation 

par  -f.  yy  £=  nVx^  +  y*,  (4) 

nous  aurons  à  intégrer  les  équations  différentielles  à  deux 
variables 

xdz  =  ndx Vx^ -f- y%    xdy^  ydxt=iO: 

la  seconde  donne  y  =  ai^?,  et  la  première  devient,  par  la 
substitution  de  cette  valeur  de  y  y 

dz  =  ndxyi+al,    d'où    2  =  n  l/r+of-ar-f-o,, 

et  en  remettant  pour  a^  sa  valeur, 

z  —  n  V^ar'-f-y«=  Oi. 

En  conséquence  l'intégrale  est 

530.  Le  propre  des  intégrales  complètes  (rfj  est,  comme 
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nous  Tavons  expliqué,  de  satisfaire  aux  équations  (c)  immé- 
diatement,  en  ce  sens  que  les  valeurs  de  duydx,dy,dzy  etc., 
tirées  des  dérivées  des  équations  {d)^  rendent  les  équations 
(c)  identiques^  sans  qu'on  ait  besoin  de  revenir  aux  liaisons 
établies  entre  les  variables  UyXyy^z^  etc.,  par  les  mêmes 
équations  {d).  Inversement,  et  par  une  raison  contraire,  si 
les  équations  (c)  admettent  des  intégrales  singulières 

les  dérivées  de  celles-ci  ne  vérifieront  les  équations  (c)  qu'au- 
tant que  Ton  tiendra  compte  des  liaisons  exprimées  par  les 
équations  {d);  ou,  en  d'autres  termes,  il  faudca  combiner 
les  équations  {d)  avec  leurs  dérivées,  pour  satisfaire  au  sys- 
tème des  équations  (e).  Gela  posé,  chacune  des  équations 
[S)  satisfera  à  l'équation  (6),  ou  à  l'équation  (a)  dont  celle- 
ci  est  une  transformée  ;  mais  on  ne  satisferait  pas  à  l'équa- 
tion {b)  en  prenant  pour  F  une  fonction  arbitraire  des  quan- 
tités cpj,  ^„. .  .y„  ou  une  fonction  arbitraire  dans  laquelle 
entreraient,  en  totalité  ou  en  partie,  les  quantités  yi,y,, . .  .y,, 
associées  aux  quantités  fi,  f»,  •  •  •  f.,  prises  aussi  en  totalité 
ou  en  partie.  Donc  l'équation  (a)  n'admet  pas  d'autre  inté- 
grale complète  que  celle  oîk  les  quantités  fi,fi,. .  .f,  entrent 
exclusivement  sous  le  signe  de  fonction  arbitraire,  mais 
elle  est  satisfaite  par  chacune  des  équations  {3)  ;  et  ces  équa- 
tions sont  des  intégrales  singuUères  de  l'équatioù  (a),  puis- 
qu'elles ne  sont  pas  renfermées  dans  l'intégrale  complète. 

Prenons  pour  exemple  l'équation  linéaire  du  premier 
ordre  à  trois  variables 

P— ?(i  +  a?-»/a:«  +  y  +  2)  =  4— x  +  V/j^'  +  y  +  ^.C») 

dont  l'intégration  est  subordonnée  à  celle  des  équations 
différentielles  simultanées 
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y'^-i-x  +  Vx^+y  +  z, 
z'i=i{^x  +  [/x*+y  +  z, 

que  Ton  peut  remplacer  par 

z!=i+y\    z  +  y  =  x{z'  +  y')  +  Ç^^y, 

et  qui  ont  pour  intégfales  complètes, 

La  seconde  de  ces  intégrales  donne  naissance  à  Tintégrale 
singulière 

x^  +  y  +  z  =  0.  (6) 

Chacune  des  équations 


z  —  x—y=zaiy    —x  +  [/x^+y  +  zt=za9 

donne  pour  p  et  g  des  valeurs  qui,  mises  dans  l'équatioii 
(5),'  la  rendent  identique  :  en  conséquence^  l'équation  (5) 
a  pour  intégrale  complète 

—  X  +  Vx^  +  y  +  z=:i,{z  —  X  -^  y\ 

f^  étant  une  caractéristique  de  fonction  arbitraire.  Au  con- 
traire, l'équation  (6)  donne  pour/)  et  q  des  valeurs  qui,  sub- 
stituées dans  l'équation  (5),  ne  satisfont  à  cette  équation 
qu'autant  qu'on  tient  compte  de  l'équation  (6)  pour  sup- 
primer le  radical  qui  entre  dans  Téqualion  (5) .  Dès  lors 
l'équation  (6)  ne  satisfait  à  la  proposée  (5)  qu'en  qualité 
d'intégrale  singulière . 

Si  l'on  met  l'équation  (4)  sous  la  forme  équivalente 

dF        rfF  rrfF 

on  trouvera  de  même  qu'elle  admet  pour  intégrale  singu- 
lière l'équation 

a:*  +  y«  =  0, 

ou  le  système  des  équations  x  =  0,  y  ==  0. 
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•531.  Soient  x,  i/,  z,  etc.,  des  vaxiables  indépendantes 
en  nombre  n;  u,  v,  ti;,  etc.,  des  fonctions  de  ces  variables 
en  nombre  m  +  1 ,  qui  doivent  vérifier  le  système  des 
m  + 1  équations  aux  différences  partielles,  linéaires  et  du 
premier  ordre  : 

du         du      r^du  ^    ^ 
U  =  X— +  Yj-H-Z-r-+etc., 
dx         dy  dz 

dv         dv       r^dv  ,     ^     . 

^=^55+^5^+^5-.  +  ^^  (A) 

dx         dy  dz 

etc., 

dans  lesqueQes  U,  V,  W,  etc.  ;  X,  Y,  Z,  ete.,  désignent  des 
fonctions  quelconques  de  toutes  les  variables  dépendantes 
et  indépendantes.  Soient 

des  fonctions  des  mêmes  variables,  qui,  mises  à  la  place 
de  F,  rendent  identique  Téquation 

dF         dF     „,dF  ,     , 

+  xîî^  +  Y^+Z^  +  etc.  =  0;  (B) 

dx         dy  dz 

OU  bien  des  fonctions  telles  que  le  système  d'équations  dif- 
férentielles simultanées 

du     é)__dw_       __^__î^_Ë!=etc. 

U      V      w  X       Y       z 

ait  pour  intégrales  complètes 

f^  =  ûj, f«= fl«,  f$  =  «8^*  •  •  W»  ^^  ^»+«  • 
le  système  des  équations  (A)  aura  pour  intégrales  complètes 
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•  •  •*«  +  i(fi  A^'s>  •••'■1  +  11)==®» 

^f  ^  4>„  • . .  4>M-|.i  étant  des  caractéristiques  de  fonctions  arbi- 
traires. Voici  comment  ce  théorème  remarquable  a  été 
établi  par  Jacobi  : 

Désignons  par  X„  X,,...^,»^.!  des  quantités  auxiliaires 
telles  que  les  rapports  de  Tune  d'entre  elles  à  toutes  les 
autres  soient  déterminés  par  le  système  d'équations  linéai- 
res, en  nombre  m  : 

etc.; 
et  posons  pour  abréger 

nous  aurons,  en  différentiant  successivement  chacune  des 
équations  (0)  par  rapport  à  la  variable  indépendante  x, 

d^,  d*.      du    ,    rf*.       dv    .    rf*.      dw 

dx  du       dx        dv       dx       dw      dx 

d^t  d^%       du   .    d'il       (/v    .    if<i»t      dw 

dx  du       dx        dv       dx       dw      dx  \(^') 

dx  du      dx        dv     *  dx        dw    'dx 

Multiplions  les  équations  (X)  respectivement  par  --  — ,  etc., 

dx  dx 

l'équation  (A)  par  j- ,  et  ajoutons ,  en  tenant  compte  des 

équations  (^)  :  il  viendra 
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On  trouverait  de  même 

etc. 

Mais,  parce  que  les  fonctions  f,  et  par  suite  les  fonctions  4>, 
mises  à  la  place  de  F,  vérifient  l'équation  (B),  on  a  identi- 
quement 

^p     +   V^    +^tc.+  X^     +  Y^    +etc.=  0, 
du  dv  dx  dy 

Multiplions  ces  équations  respectivement  par  X„i,,...  x^^^, 
et  ajoutons,  en  ayant  égard  aux  équations  ($'i)  :  il  vient 

du   ,  ^^du  ,  „du  , 
U  =  X— +  Y— +  Z  — +  etc.; 
dx        dy         dz  ' 

c'est-à-dire  que  nous  retombons  sur  la  première  des  équa- 
tions du  système  proposé,  et  l'on  prouverait  de  même  que 
toutes  les  autres  équations  sont  vérifiées. 

^$  2.  De  Tintégration  des  équations  non  linéaires  du  premier  ordre. 

532.  La  méthode  exposée  pour  l'intégration  des  équa- 
tions linéaires  du  premier  ordre  a  été  étendue  par  Lagrange 
aux  équations  quelconques  du  premier  ordre,  mais  à  trois 
variables  seulement,  puis  par  M.  Cauchy  aux  équations 
T.  u.  23 
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renfermant  un  nombre  quelconque  |ie  variables.    Nous 
allons  exposer  la  méthode  de  M.  Cauchy  (*). 
Intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

dans  laquelle 

du            du            du  du 

P==di'    ^  =  Ty'    "^Jz '=Â'  (*^ 

c'est  trouver  pour 

Wi/>i?i^ >» 

des  fonctions  de 

qui  vérifient  simultanément  l'équation    (1)  et  l'équation 

multiple 

duz=:pdx  +  qdy  +rdz  + +  sdt,  (3) 

quelles  que  soient  les  valeurs  des  n  variables  indépendantes 

x,y,z, t.  L'équation  (3)  comprend  les  équations  (2), 

quand  on  fait  varier  une  seule  des  variables,  en  laissant  les 
autres  constantes. 

Pour  préciser  la  question,  nous  assujettirons  en  outre  la 
fonction  cherchée  m  à  se  réduire  pour  ^  =  l^,  à 

u=f{Xjy,Zy ),  (4) 

^désignant  une  fonction  donnée  des  n —  1  autres  variables 

indépendantes  x^y^z, 

La  méthode  d'intégration  de  M.  Cauchy  repose  sur  un 

changement  de  variables.  Imaginons  quea;,;/,^, soient 

des  fonctions  de  t  et  de  n  —  1  nouvelles  variables  indé- 
pendantes |,t),f,....  On  pourra  remplacer  le  système  des 
n  variables  indépendantes 


(')  Exercices  d'analyse  et  de  physique  mathimatiquej  U  11,  p.  t64 . 
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^^yyy^> 

par  le  suivant 

Nous  désignerons  par  la  lettre  d  les  différentielles  qui  se 
rapportent  à  la  variable  t  dans  ce  nouveau  système  et  par 
la  lettre  i  celles  qui  se  rapportent  à  toutes  les  autres  va- 
riables Ç,yi,Ç,....  A  ce  point  de  vue,  l'équation  (3),  qui 
tient  lieu  de  n  équations,  se  décompose  en  deux,  l'une  simple 

durizpdx  +  qdy  +  »'d«+ +  8dt,  (6) 

l'autre  multiple 

9uz=:p9w  +  q$y  '\-r9%+ ,  (6) 

et  tenant  lieu  den  — 1  équations. 
On  a  identiquement 

d(9u — pôx  —  p9y  —  rSz ) 

=  Mu  —  p$dx^^q9dy  —  rHz 

— dp.9x — dq.$y — dr  6s. . . 

De  l'équation  (5)  on  déduit 

0  =  Mu  —  pSdx  —  qidy  —  rMz 

-^dx.^p — dy,âq  —  dx.6r -^dtmâs.; 

en  retranchant  cette  équation  de  la  précédente,  il  vient 

■ 

d{3u  —  pêx  —  qây  —  rêz ) 

=  — dp. ta — dq.^ — dr.fy — 

+  dx.âp+dy.iq+dz.dr+ +dt.Ss. 

Eliminons  9s  aiu  moyen  de  l'équation  (^) 

DJF.âx  +  D,F.ây  +  D.F.<fe  + +  DJFM 

+  I>;F.âp  +  P^F.^î  4-  DrF.^+ 4-  D.F.  J5=  0, 

déduite  de  l'équation  (1)  par  la  différentiation  ;  nous  aurons 


* 


(')  M.  Gauchy  désigne  par  la  lettre  D  la  dérivée  d'une  fonction  d'une  seule  va- 
riable, et  par  D«|,  D, .  D.  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  de  plusieurs 
variables  x,  y,  %. 
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d{iu  —  pâx '^  qâjf  ^  râz )  (7; 

Supposons  maintenant  que  les  2  n  —  1  quantités 
xM,z,....  tt,|),9,r,....,foi'^ctioï'5det,  satisfassent  aux  2  n— 2 
équations  simultanées 

dx=^.dt,    dy^^dt,    éz=-ét 

DJFH^  3F+gDJ  D.F+rD.F 

'^""  D.F  '    ^  D.F  '  D.F 

auxquelles  on  joint  l'équation  (5) 

du  =:pdx  +  qdy  -f-  rdz + -{-  sdt^ 

équations  que  Ton  peut  écrire  sous  la  forme 

dt        dx^dy^ dz_  ^^^ du 

Df  "^D^^D^P  —  DJ"" ""pD^+jD,F+ +sD,F 

dp dq rfr 

et  que  les  mêmes  quantités  admettent  pour  t=:t„  les  valeurs 
initiales  «•,!/•,«?•, . . . .  u.,  p«,  go^^o, ....  ;réquation  (7)  deviendra 

d{Su  — pSx  —  qây  —  rJz.  .*  . .) 
DJF 

■ 

d'où  en  intégrant  par  rapport  ht,  _  /'^DJ 

iu-p^x^q^y-rSz =(<J^o-Po<^^«-ya'^y*-»'**5o •••)«*'  '•'^'^ 
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L'équation  (6) 
sera  vérifiée  si  l'on  a 

Dans  le  système  des  2n —  1  équations  simultanées  (8), 
nous  supposons  que  la  fonction  s  a  été  éliminée  au  moyen 
de  réquation  (1).  Admettons  que  Ton  ait  intégré  ce  système 
d'équations  différentielles  dans  lesquelles  t  est  la  seule  va- 
riable indépendante,  et  mis  les  équations  intégrales  sous  la 
forme 

P=P.,    Q  =  ?o,    ^=ro 4  t'^^ 

en  résolvant  par  rapport  aux  constantes  arbitraires,  qui  sont 
ici  les  valeurs  initiales  des  fonctions  Xyy,z,....  u^p^q^Vj.... 
pour  i  =  fo«  D'après  cela,  X,Y,Z,...  U,P,Q,R,....  sont  des 
fonctions  des  2  n  quantités  ^,x,t/,z,....ti,p,9,r,....qui  jouis- 
sent de  la  propriété,  quand  on  y  fait  t  =  to,  de  se  réduire 
respectivement  à  a;,i/,z, ...  .ti,p,9,r. 

Cela  posé,  établissons  entre  les  constantes  arbitraires  les 
n  relations  suivantes 

««•=A^o>yo»«o )  I 

^  ^^f     ^  ^^f     ,  -  ^A  [  (H) 

^'-d^:  ^^"W:  "~5^' M 

f  désignant  la  fonction  initiale  donnée.  Entre  ces  relations 
et  les  équations  (10),  éliminons  aro,i/o9^;«-*-t^o9/>o99o9^ov •> 
nous  obtiendrons  les  n  équations 

U=AX,Y.Z, ),  j 

v^^f    n^^    R-^^  (**) 

qui,  jointes  à  l'équation  (1),  détermineront  les  n  +  '  foi^o 
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tions  cherchées  u^p^q^r^....  s.  Enfin ,  si  entre  les  équations 

(12)  on  élimine  les  n — 1  quantités /)^g,r, on  arrivera 

à  une  équation  entre  les  seules  quantités  t,j;,y,2,....  «,  qui 
donnera  la  fonction  cherchée  u. 

533.  Pour  démontrer  cette  proposition  importante,  re- 
marquons que  des  équations  (1 0) ,  jointes  aux  relations  (11), 
on  pourra  tû^r  les  valeurs  de  x,y,Zy....  en  fonction  de 
^9^9>yo9^ùj'*"'t  imaginons  donc  que  Ton  prenne  pour  le  nou- 
veau système  de  variables  indépendantes 

faisant  ainsi 

Ç^^^o»   ^^Vùf    Ç^^^o* 

Dans  les  équations  simultanées  (8)  le  signe  d  a  bien  la  si- 
gnification que  nous  lui  avons  attribuée.  11  est  évident  d'abord 
que  réquation  (8)  est  vérifiée,  puisque  tette  équation  est 
l'une  des  équations  (8). 

D'un  autre  côté,  on  a  identiquement 

« 

df  df  df 

et,  en  vertu  des  relations  (1 1], 

At,  =Po*c,+y,Jy»+r,feo  + ; 

ainsi  l'équation  (9),  et  par  suite  l'équation  (6),  est  aussi 
vérifiée.  On  a  d'ailleurs  tenu  compte  de  l'équation  (1)  dont 
on  s'est  servi  pour  éliminer  s  des  équations  (8). 

Remarquons  en  passant,  qu'au  Heu  d'éliminer  s  au  moyen 
de  l'équation  (1),  on  aurait  pu,  pour  plus  de  symétrie,  écrire 
à  la  suite  des  équations  (8)  le  rapport  égal 

ds 
-(DJ  +  ^DJ)' 

et  joindre  aux  équations  finies  (10)  l'équation 
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à  la  condition  que  les  constantes  satisfissent  àTéquation 

■ 

D  reste  à  faire  voir  que  la-  condition  initiale  est  aussi  vé- 
rifiée. Or,  si  l'on  fait  t  =  ^o,  les  fonctions  X,  Y^Z, . ...  U,  se  ré- 
duisant à  x,yjZy...Uj  on  a  évidemment,  d'après  la  première 
des  équations  (12) 

«  =  /(^^y>^> )• 

S34.  La  méthode  si  ingénieuse  que  nous  venons  d'exposer 
convient  très  bien  aux  questions  de  mécanique  et  de  physique 
mathématique  y  parce  que  dans  ces  questions  la  fonction 
cherchée  doit,  non-seulement  satisfaire  à  une  équation  dif- 
férentielle, mais  encore  admettre  une  valeur  initiale  donnée. 
La  question  se  trouve  ainsi  résolue  par  une  seule  opération, 
ce  qui  est  un  grand  avantage ,  tandis  que ,  si  l'on  avait 
introduit  des  fonctions  arbitraires  quelconques ,  il  aurait 
fallu  les  déterminer  ensuite  pour  satisfaire  aux  conditions 
initiales. 

Il  est  facile  toutefois  de  modifier  cette  méthode  de  manière 
à  se  rapprocher  du  point  de  vue  géométrique  de  Lagrange. 
Lagrange  appelle  intégrale  complète  de  l'équation  aux  dif- 
férentielles partielles  (1),  une  intégrale  particulière  renfer- 
mant n  constantes  arbitraires.  Si  dans  l'intégrale  géné- 
rale que  nous  venons  de  trouver  et  qui  renferme  une  fonction 
arbitraire  /"(^jJ/jZ,....))  ^^  remplace  cette  fonction  par  une 
fonction  déterminée  de  x^t/yZ,....  contenant  n  constantes  ar- 
bitraires a,l3,r, «,  on  obtiendra,  en  procédant  de  la  même 

manière,  une  intégrale  complète  de  l'équation  différentielle. 
Une  même  équation  différentielle  admet  évidemment  une 
infinité  d^întégrales  complètes.  Parmi  ces  intégrales,  M.  Cau- 
chy  en  a  signalé  une  qu'il  est  bon  de  remarquer. 

Revenons  aux  équations  finies  (10)  ;  rien  n'empêche  de 
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laisser  Xo^yt^fyy  •  •  •  «t^»  constantes,  et  de  prendre  pour  intégrer 
Féquation  aux  différentielles  partielles, 

comme  nouveau  système  de  variables  indépendantes  ;  on 
aura^fio=0,  diro=0,  *yo=0,  (îv=0 et  par  suite  l'é- 
quation (9)  sera  vénûée.  Il  résulte  de  là  que  si  entre  les  n 
équations 

on  élimine  les  n —  1  quantités  p^ç^r,  • . . . ,  on  obtiendra  une 
intégrale  particulière  renfermant  n  constantes  arbitraires 
Xo.tfofZoy . . . . tio;  ce  sera  donc  une  intégrale  complète  que  nous 
représenterons  par 

De  cette  intégrale  complète  (14),  il  est  aisé  de  déduire 
l'intégrale  générale,  telle  que  nous  l'avons  trouvée  d'abord. 
Supposons  que  la  constante  Uo  soit  une  fonction  arbitraiijs 

des  n — 1  autres.  Considérons  les  n —  1  équations 

da?o      \dxj      \duj  dx^        \ 
dy,       \dyj^\duj  dy,~   'I 


Si  entre  les  équations  (14)  et  (16)  on  élimine  x^^y^,  a^„.--5 
on  obtiendra  l'intégrale  générale  avec  une  fonction  arbi- 
traire f .En  effet,  quand  onregarde  j^oj^o  A?  •  •  •  ?  nonplus  comme 
des  constantes,  mais  comme  des  fonctions  de  x^y^z,  ...ty 
données  par  les  équations  (16),  les  dérivées  partielles  de 
la  fonction  u  sont  les  mêmes  que  si  a?o,  t/o?  ^o  >•••  étaient  con- 
stantes, en  vertu  des  équations  (16)  elles-mêoies;  et  par 
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conséquent  Féquatioii  aux   différentielles  partielles    est 
encore  vérifiée. 
Une  intégrale  complète  quelconque 

conduit  de  la  même  manière  à  l'intégrale  générale.  On 
posera 

puis  on  âiminera  les  n  constantes  entre  ces  équations  et 
les  suivantes 

dct     doù  dx 
d^'^dudp^  ' 

535.  Appliquons  cette  méthode  à  Féquation  aux  diffé- 
rentielles partielles 

dans  laquelle  z  est  une  fonction  des  deux  variables  indé- 
pendantes a:  et  tf .  On  intégrera  les  équations  simultanées 

dx      dy  dz  '  dp  dq 

^""DjF^pDpF+îD^F^  — (D.F+;>DJ')~  — (D,F+jD.F)* 

Soient 

Y=yo>    Z=;fo.    P=Po.    Q  =  9o> 

les  intégrales  mises  sous  la  forme  indiquée^  yo^VPo^Ço?  étant 
les  valeurs  àey,ZyPyq,  pour  x=Xo;  ces  constantes  satis- 
faisant d'ailleurs  à  la  condition 

On  établira  ensuite  les  relations 

df(yo) 


2o=Ayo)»  ?o  = 


dyo  • 
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entre  les  constantes,  et  l'on  obtiendra  ainsi  les  deux  équa- 
tions 

Z=/^(Y),    Q=^> 

qui  jointes  à  l'équation  proposée  détermineront  les  trois 
fonctions  inconnues  z^p^q.  Eliminant/)  et  q  entre  ces  trois 
équa^ns,  on  aUra  l'intégrale  générale  z  fonction  de  x  et 
de  y. 
Si,  entre  l'équation  proposée  et  les  deux  équations 

on  élimine  p  et  ç,  on  obtiendra  une  intégrale  complète 

avec  deux  constantes  arbitraires  y,  et  z,.  Posant  z^  =  /"(j/.) 
cette  intégrale  complète  s'écrira 

z=f{xjy,y^,fy^\  (48) 

et  si  Ton  élimine  y^  entre  cette  équation  et  la  suivante 

on  aura  l'intégrale  générale. 

11  est  visible,  quand  on  se  reporte  à  la  théorie  de  l'enve- 
loppementdes  surfaces  [liv.  IV,  chap.  VIII],  que  l'équation 
(18)  est  celle  des  surfaces  enveloppées  qui  ont  la  propriété 
de  satisfaire  à  la  proposée  ;  tandis  que  les  surfaces  enve- 
loppes qui  y  satisfont  d'une  manière  plus  générale,  à  cause  de 
l'indétermination  de  la  liaison  établie  entre  les  deux  para- 
mètres variables  de  l'enveloppée,  sont  représentées  par  le 
système  des  équations  (18)  et  (19). 

Les  familles  de  surfaces,  caractérisées  par  des  équations 
aux  différences  partielles  du  premier  ordre,  à  trois  varia- 
bles ,  se  distribuent  donc  essentiellement  en  deux  groupes. 


( 
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L'un  se  compose  des  surfaces  dont  l'équation  différentielle 
caractéristique  est  linéaire  par  rapport  aux  coefficients  p,q: 
en  sorte  que  Tintégrale  générale  est  donnée  par  une  équa- 
tion unique  comprenant  une  fonction  arbitraire,  et  que  la 
surface  est  définie  par  le  mouvement  d'une  ligne  généra- 
trice qui  peut  varier  de  forme  en  même  temps  qu'elle  se 
déplace.  L'autre  groupe  comprend  les  surfaces  dont  l'équa- 
tion aux  différences  partielles  n'est  plus  linéaire  :  d'où  il 
résulte,  d'une  part,  que  l'intégrale  générale  est  donnée  par 
le  système  de  deux  équations  oîi  entrent  à  la  fois  la  fonction 
arbitraire  et  sa  dérivée;  d'autre  part,  que  les  surfaces 
qu'elle  représente  peuvent  être  considérées  comme  autant 
d'enveloppes.  Selon  que  les  équations  différentielles  simulta- 
nées, à  l'intégration  desquelles  on  ramène  celle  de  l'équa- 
tion proposée  aux  différences  partielles,  ont  ou  n'ont  pas  d'in- 
tégrales algébriques,  les  lignes  génératrices  ou  caractéristi- 
ques sont  ou  ne  sont  pas  des  courbes  algébriques  :  mais  cette 
circonstance  accessoire  ne  change  rien  à  la  distribution  dont 
nous  parlons. 

536.  Il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer  quelques  cas  par- 
ticuliers où  l'on  peut  arriver  à  l'intégrale  plus  rapidement 
qu'en  suivant  la  méthode  générale.  Soit,  par  exemple, 

P=nq, 

l'équation  proposée  qui  appartient  à  une  famille  de  surfaces 
développables  [245  et  266],  caractérisée  par  la  forme  de 
la  fonction  donnée  n  :  on  a 

dz=znq.dX'^qdy.  (20) 

Il  s'agit  de  trouver  deux  fonctions  zetq  des  variables  xety 
satisfaisant  à  cd;te  équation  aux  différentielles  partielles 
qui  tient  lieu  de  deux  équations.  De  l'expression  de  q  on 
peut  déduire  y  en  fonction  de  a;  et  de  g  et  remplacer  les 
deux  variables  indépendantes  j:  et  j/  par  x  e\  q.  Aifectant 
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à  ce  point  de  vue  la  lettre  d  à  la  variable  x,  la  lettre  o 
à  la  variable  q,  l'équation  (20)  se  décomposera  dans  les  deux 
suivantes: 

dizzznq.dx'^-qdy,  (2<) 

HzziqSy.  (i2) 

La  première,  dans  laquelle  q  doit  être  regardée  comme  une 
.  constante,  admet  pour  intégrale 

zcsarnî  +  fy  +  î»},  .  (23) 

99  désignant  une  fonction  arbitraire  de  f .  En  différentiant 
z  par  rapport  à  ç,  on  a 

pour  satisfaire  à  l'équation  (22),  on  posera 

xn'î+y+y'îsO  (24) 

Les  deux  équations  (23)  et  (24)  déterminent  z  et  ç  ;  en  éli- 
minant g,  on  aura  z  en  fonction  de  x  et  y. 

La  méthode  générale  conduit  au  même  résultat.  On  a  à 
intégrer  les  équations  simultanées 

dx        dy    dz       dq 

dans  lesquelles  p  a  été  remplacée  par  sa  valeur  n^.  Ces 
équations  admettent  pour  intégrales 

y  +  xu'y=yo, 
z  —  x[llq  —  qii'q)=z^, 

« 

en  désignant  par  y^.z^^q^  les  valeurs  initiales  de  ^,2,9  pour 
j?=0.  Supposons  que  pourxsO, on  ait  z=sf{y)\  la 
fonction  cherchée  z  sera  donnée  par  l'élimination  de  q  entre 
les  deux  équations 

X — a<ny  -  qn'q)  =  /(y  +  xWq),  (25) 

q=r{y  +  xn'q).  (26) 
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Ces  deux  équations  ne  sont  pas  tout  à  fait  les  mêmes 
que  les  équations  (23)  et  (24).  Il  est  facile  de  les  ramener 
à  la  même  forme.  Posons 

a  et  |3  étant  deux  constantes  arbitraires  ;  il  en  résulte 

et  les  deux  équations  (25)  et  (26)  se  réduisent  à 

z — x(uq  —  qu'q)  =  «y  +  aa?n'a  + 15, 

ce  qui  par  l'élimination  de  q  conduit  à  l'intégrale  complète 

L'élimination  de  a  entre  les  deux  équations 

2s=5aîn«-|-  «y  +  ?»j 

donne  la  surface  enveloppe  ou  l'intégrale  générale. 
Soit  encore  l'équation 

fipyx)  =  f(g,y)  : 

on  pourra  poser 

/•(p,a?)  =  a=f(j,y), 
d'où 

p=AM,  ?=fi(y.«). 

dz  =  fSx^)dx  +  {Sy,o)dy.  (27) 

Si  l'on  remplace  les  deux  variables  indépendantes  x  ^iy 
par  X  et  a^  l'équation  (27)  se  décompose  dans  les  deux  sui- 
vantes: 

9z  =  î,{Xya)9y. 
De  la  première  on  déduit 

quand  on  pose,  pour  abréger, 
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En  différent]  ant  z  par  rapport  à  «^  on  a 

rfX         rfY 

Pour  satisfaire  à  la  seconde  équation,  il  faudra  poser 

rfX     dY 

-T-+3-  +  /«  =  Û.  (29) 

az       ax 

Donc  rintégrale  générale  consiste  dans  le  système  des  deui 
équations  (28)  et  (29) ,  oîi  y  désigne  une  fonction  arbi- 
traire. 
Enfin,  si  Ton  avait  l'équation 

sa  forme  indiquerait  qu'elle  admet  pour  intégrale  complète 
r  équation 

0t,  /8  désignant  des  constantes  arbitraires  :  donc  l'intégrale 
générale  est  donnée  par  le  système 

z  =  ya.c"*"*"a,     0  =s  r'a  -f  ix  ^    s)?^' 


CHAPITRE  m. 

DE  l'intégration,  EN  TERMES  FINIS,  DES  EQUATIONS  AUX  DIF- 
FÉRENCES PARTIELLES  DES  ORDRES  SUPÉRIEURS,  A  TROIS  VA- 
RIABLES. —  REMARQUES  SUR  LES  INTÉGRALES  SINGULIÈRES 
JET  SUR  LES  INTÉGRALES  PARTICULIÈRES  DES  ÉQUATIONS  AUX 
DŒFÉRENCES   PARTIELLES. 


}  4".  De  IMntégraiion,  en  termes  fiois,  des  équations  aux  différences  par- 
tielles du  second  ordre,  à  trois  variables. 

538.  Considérons  d'abord  l'équation  du  second  ordre 

Rr+Ss  +  Tf  =  V,  ^ 

linéaire  par  rapport  aux  dérivées  du  second  ordre  r^s^t  : 
R,S,T,V  désignant  des  fonctions  quelconques  des  variables 
x,y,Zy  et  des  dérivées  p,g.  L'élimination  de  r,^,  au  moyen 
des  équations 

dp=2rdx  +  sdt/y    dq  =  8dx  -^  tdy^  (a) 

donne 

Mpdy  +  Idqdx  -  ydxdy  =  <IWy*  —  Sdardy  +  Tir*). 

Posons  séparément 

Rrfpe/y  -H  Idqdx  —  Vdjfcte  =  0,  {h) 

Rdy^  —  Sdxdy  +  Tcte»  =  0  ;  (c) 

joignons-y 

dztzspdx-^qdy;  (d) 

et  admettons  qu'on  puisse  satisfaire  à  ces  trois  équations 
entre  les  cinq  variables  a?,i/,z,p,7,  par  des  équations  de  la 
forme 
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f «(^7»! «>Pt?)  =  «M    fi(a?,y»«,p,?)  =  û,  :  (e) 

réquation 

ft=ff.  if) 

satisfera  à  la  proposée  dont  elle  sera  une  intégrale  du  pre- 
mier ordre  ;  et,  à  cause  de  Tindétermination  du  signe  9, 
cette  intégrale  aura  toute  la  généralité  qu'elle  comporte. 

Pour  établir  cette  proposition,  mettons  réquation  (c) 
sous  la  forme 

Ry't  _  sy'  +  T  =  0,  (cj 

et  désignons  par  y\  Tune  de  ses  racines  :  Téquation  (6) 
devient 

Les  équations  {e)  ont'pour  dérivées 

ou  bien,  en  remplaçant  dy  par  y\dxj  et  en  chassant  rfz,  dg, 
au  moyen  des  équations  (d)  et  (6,), 

Ces  dernières  équations  doivent  être  identiques,  puis- 
que,par  hypothèse,  les  équations  (e)  vérifient  le  système 
(*)>  (c)>(<^  ;  et  ainsi  l'on  a  séparément 
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dp  T    'dq~^' 

dp        T   'dq~   ' 

IJ'autre  part,  l'équation  {f)  donne 

■r-dx  +—dy  +  —  dx+~dp  +  --:dg 
dx  dy   '      dx  dp  dq    ^ 

et  celle-ci,  quand  on  y  met  pour 

'  dx'  dp*  dx*  dp* 

les  valeurs  tirées  des  équations  [d)  et  (c'),  devient 

W^dp  +  Tdq— yy\dx  =  {dy  -  y\dx)^,  {g) 

en  posant,  pour  abréger, 

-     [dy^^dz      U.^^rf^A^  *J'TVrf7""V^V' 

Remettons  dans  Téquation  (g)  pour  c^p^eig  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (a),  et  nous  aurons 

Puisque  les  variables  x^y  sont  indépendantes^  il  faut  qu'on 
ait  séparément 

Ry>  +  T5  — Vy', +*/,  =  0.    RyV  +  T/  — *  =  0. 

Mais  de  là  on  conclut  que  Téquation  [g]  satisfait  à  la  pro- 
posée, quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  f  qui  n*entre 
que  dans  $  ;  car,  si  Ton  tire  des  équations  précédentes  les 
T.  u.  .     ■  24 


« 
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valeurs  de  r^t  en  fonction  de  Sy  pour  les  substituer  dans 
la  proposée,  4>  disparaît,  et  il  reste 

s(R/\-S/.+T)=0, 

équation  identique^  puisque  y\  désigne  une  radne  de 
l'équation  (C|). 

539.  Pour  éclaircir  ce  calcul  par  quelques  exemples,  sup- 
posons d'abord  que  les  coefficients  R^S^T  se  réduisent  à 
des  constantes,  et  qu'on  ait  Y  =  0  :  les  racines  de  l'équa- 
tion (C|)  seront  aussi  des  nombres  constants  miyta^  ;  en  em- 
ployant la  première  racine,  on  aura  pour  intégrales  des 
équations  (c)  et  (6), 

d'où  Ton  conclut  que  la  proposée  a  pour  intégrale  première 

R"»iP  +  Ty  =  f^{y  —  m^x). 

L'emploi  de  la  racine  m,  donnerait  de  même 

T 

A  cause  de  la  relation  mjnt=i  - ,  ces  deux  intégrales  pre- 
mières peuvent  être  mises  sous  la  forme 

et  l'on  en  déduit 

?  =  f  (y  —  Wi^)  —  Hy  —  »n,ar), 

en  posant,  pour  plus  de  simplicité, 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  de  p^q  dans  l'équation  (d),  il 
vient 

dz  =  (dy  —  fn^dx),f{t/  —  tn^x)  —  (dy  —  m^dx)4(y  —  W|^). 
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d'où,  en  intégrant  et  en  désignant  par  $,V  les  fonctions 
qui  ont  pour  dérivées  les  arbitraires  y  et — ^^ 

Les  deux  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  cette  inté- 
grale de  la  proposée,  lui  donnent  toute  la  généralité  qu'elle 
comporta. 
Soit 

la  proposée  devient 

«t  elle  a  pour  intégrale  complète 

*=*(»  —  ûjc)  +  Y(y  +  ax).  (2) 

L'équation  (1)  qui  exprime  la  loi  des  vibrations  transvei^ 
sales  d'une  corde  élastique»  et  celle  de  la  propagation  du 
son  dans  un  tuyau  cylindrique ,  est  la  première  équation 
aux  différences  partielles  dont  on  ait  trouvé  l'intégrale 
générale.  Les  recherches  des  géomètres,  à  propos  de  cette 
équation,  sur  laquelle  nous  reviendrons  dans  les  chapitres 
suivants,  ont  fondé  la  physique  mathématique,  et  créé  une 
branche  nouvelle  de  l'analyse. 

Si  le  terme  V  n'était  pas  nul,  et  s'il  renfermait  seule- 
ment  la  variable  indépendante  x^  on  serait  conduit  à  ajou- 
ter aux  premiers  membres  des  équations  {h)  le  terme 

— 5  /  ^^y  6t  à  la  place  de  Téquation  (i)  l'on  aurait 


=m 


Ydx  +  *(y  —  m^x)  +  ^{y  —  m^x). 


540.  Cette  analyse  demande  à  être  modifiée,  dans  le  cas 
oîL  le  terme  V  contient  à  la  fois  ]es  deux  variables  x^y^  et 
dans  celui  où  les  racines  ini,m,  sont  égales  ;  ce  qui  fait  que 
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les  deux  fonctions  arbitraires  <^,W  se  confondent  en  une 
seule,  et  que  la  valeur  de  z  n'a  plus  la  généralité  requise. 
Considérons  d'abord  le  premier  cas  :  nous  aurons  pour 
Tune  des  intégrales  premières 


■j' 


L'intégrale/Vrfx  est  prise  dans  l'hypothèse  où  Ton  a 

dy  —  m^dx  «=  0,    d'où    y  —  m^x  =  a,  ; 

en  sorte  qu'il  faut  d'abord  substituer  dans  V  cette  valeur 
de  y,  intégrer  ensuite  par  rapport  à  x^  puis  remettre  pour 
«,  sa  valeur  y — niiX  ;  ce  qui  donne 


IT' 


/"étant  une  fonction  connue,  qui  se  tire  de  V  par  une  simple 
quadrature. 
La  valeur  dep,  substituée  dans  (d)^  donnera  donc 

dz  z=  q(dy  —  m^dx)  +  f{x,y  —  m^x).dx  +  y(y  — mjX).rfx, 

équation  qui  s'intégrera  si  l'on  peut  intégrer  conjointement 
les  deux  équations  différentielles  ordinaires 

dy  — m^dx^=z  0, 
dz  ='[f[x,y  —  m,x)  +  y(y  —  m^a:)]dx. 

La  première  donne 

au  moyen  de  quoi  la  seconde  devient 

d*  =.  \f[^y^t  +('»•—»»,  ]x]  +  y[a,  +  (m,  —  m,)x]]rfx,     (/) 
et  elle  a  pour  intégrale 

m 

Z  —  F(ar,«,)  —  *[a,  +  (m,  —  m,)x]  =  j3„  (m) 

/3,  désignant  une  constante  arbitraire,  $  une  fonction  arbi- 
traire, et  F  une  fonction  connue,  qui  se  tire  de  f  au 
moyen  d'une  quadrature.  L'intégrale  de  la  proposée  sera 
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B^T=iWa^j  où  il  faudra  substituer  pour  a„i8„  leurs  valeurs 
ibumies  par  {k)j{m)  :  ov,  cette  substitution  donne 

z  =  F{x,y  —  m^x)  +  %  —  m^x)  +  Y(y  —  m^x). 

541 .  Passons  au  cas  d'égalité  des  racines  mi,77i„  et,  pour 
simplifier,  prenons  V = 0  :  on  a,  en  supprimant  les  indices 
qui  deviennent  inutiles,  y  —  mx =«,  dy = mdxj 

et  l'équation  (d)  devient 

dz  =  fx.dx^    d'où?    z  —  Xfoi  =:  j3 ; 

en  sorte  que  la  relation  â=^oc  donne  poiur  l'intégrale 

z=  x^{y  —  fnx)  +  '^(y  —  mx)  ;  (n) 

et  comme  les  fonctions  arbitraires  f,^  ne  se  confondent  plus^ 
cette  intégrale  a  la  généralité  requise. 
Ceci  s'applique  à  l' équation  [251] 

BV  —  2ABs  +  AV  =  0, 

qui  est  celle  des  surfaces  réglées  dont  la  génératrice  reste 
constamment  parallèle  à  un  plan  directeur  Â;r  +  Bi^  =  0  : 
on  a  poiur  l'intégrale  complète 

z  =  Xf{kx  +  By)  +  ^^{Aj:  +  By). 

Les  mêmes  surfaces  ont  pour  équations  aux  différences 
partielles,  quand  le  plan  directeur  est  celui  des  xy^ 

q*r  —  2pqs  +  pH  =  0. 

Les  équations  (c)  et  (fr)  deviennent  alors 

pdx  +  qdy::=zdz=:0,    qdp -^  pdq  ^=:  0  : 

on  a,  en  les  intégrant  ^  zssajp:=0q\  ce  qui  donne  pour 
intégrale  première  de  la  proposée  p  =  q(fz.  Afin  de  passer 
à  l'intégrale  seconde,  on  substitue  cette  valeur  de  p  dansL 
l'équation  (d),  et  il  vient 

dz  =  q{^z.dx  +  dy), 
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fonnule  dont  rintégration  se  ramène  à  celle  des  équations 
différentielles  ordinaires 

Mais  celles*ci  ont  pour  intégrales  2=a,,  Xfx^  +1^=5,  ; 
oe  qui  donne  pour  l'intégrale  seconde  dct  la  proposée, 

Xfz+y=  ifZ.  (o) 

542.  Enfin  nous  avons  trouvé  [250]  pour  Téquation  aux 
différences  partielles  qui  caractérise  Tordre  des  surfaces 
réglées  à  directrices  rectilignes, 

Les  équations  {c)  et  (i)  deviennent,  dans  ce  cas^ 

xdjf  —  ydx  =  0,    xdp  +  ydq  t=  0, 

et  elles  ont  pour  intégrales  y  =  «a;,  |)  -j-  «î =^>  d*oî^  l*oi^ 
tire 

pour  rintégrale  première  de  la  proposée.  En  substîtuaBt, 
comme  à  l'ordinaire,  la  valeur  de  p  dans  Téquation  (d)^ 
on  a 

ce  qui  conduit  à  intégrer  les  équations  différentielles 

xdy  —  ydx  =  0,    rf«  —  ^  (  -  j  .cfx  =  0. 

L'intégration  donne  y  =  ol^x^z — «ya,  ==  5,  ;  et  Ton  trouve, 
en  conséquence,  pour  l'intégrale  seconde  de  la  proposée, 

On  peut  remarquer  l'analogie  de  forme  des  équations^ 
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{n)y  {o)f  {p)y  qui  toutes  trois  rentrent  dans  le  cas  d'égalité 
des  racines  de  Téquation  (c  J. 

543.  La  méthode  exposée  ci-dessus  d'après  Monge,  et 
dont  nous  venons  de  faire  diverses  applications,  tombe  en 
défaut  lorsque  le  système  des  équations  (6),(c),(d),  dans 
lesquelles  entrent,  en  général,  les  cinq  variables  x^y^z^p^q^ 
et  qu'on  ramène  par  l'élimination  à  une  équation  diffâi'en- 
tielle  entre  trois  variables,  ne  satisfait  pas  aux  conditions 
d'int^abillté.  Soit,  par  exemple,  Féquation  proposée 

fes  éi^atibns  (c)  et  {b)  deviendront  pour  71»^.= =b  1 ,. 

ipdx 
dyqfidx  =  Of    dpzpdq  —  — -  =  0  ; 

mais,  quel  que  soit  le  signe  adopta,  l'équation  en  dp^dq^dx 
ne  satisfait  pas  à  la  condition  d'intégrabilité  [523].  Cepen- 
dant l'équation  {q)  a  pour  intégrale  entonnes  finis 

«  =  ?(»  +  «)  +^(y  —  a?)  —  a?[/(y  +  a?)  —  *'(y  —  x)], 

comme  on  s'en  assurerait  a  posteriori;  et  la  théorie  de  la 
construction  des  équations  aux  différences  partielles  mon- 
trera que  cette  intéjgrale  a  toute  la  généralité  requise,  à 
cause  des  deux  signes  de  fonctions  arbitraires  9,5p.. 

$  s.  D»  rintégralioD  des  équations  linéaires  aux  différences  partielles,  ft* 

trois  variables  et  d'on  ordre  quelconque. 

544.  Parmi  les  équations  aux  différences  partielles,  d'un, 
ordre  plus  élevé  que  le  second,  nous  nous  bornerons  à  cour 
sidérer  ici  l'équation  linéaire  à  trois  variables 

d'z      ^     d'z      ^  ^     d*z       ^ 
^d?'^^d^^=^y'^^dP=^''^'^'' 
d'z      .  „d»« 
dxdy*        djr 
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A^B^C^. . .  G,H  désignant  des  coefficients  constants.  Prenons 
z:=(f{y  -f-w^)  :  il  viendra 

d'z  d'z 

^  =  mV%  +  mx),  ^  ^^^      =  m'^Y'^iy  +  ma:),  etc.  ; 

et  Ton  satisfera  à  la  proposée,  pourvu  que  la  constante  m 
soit  une  des  n  racines  nii,  mt9...m.»  de  l'équation  algé^ 
brique 

Aîïi-  +  Bm— '  +  Cm"-*  + +  Gm  +  H  =  0.  (r) 

Donc  on  pourra  prendre,  à  cause  de  la  forme  linéaire  de  la 
proposée, 

?i9  ?!•••  7.  étant  employées  comme  caractéristiques  de  fonc- 
tions arbitraires  distinctes.  On  s'assurerait  d'ailleurs  que 
cette  valeur  de  2;  a  toute  la  généralité  que  peut  comporter 
l'intégrale  de  l'équation  proposée. 

545.  n  n'en  serait  plus  de  même  sî  l'équation  (r)  avait 
des  racines  égales ,  par  exemple ,  mi = m,,  car  alors  les 
deux  fonctions  91,7,  se  confondraient  en  une  seule  :  mais  si 
1  on  pose  dans  ce  cas 

on  a 

=  rnr'Lfi"^  +  ^?.^"T  +  (ît  -  4)m,-Vt(-^  etc.  ; 


dar-^dy 

en  sorte  que  la  substitution  dans  la  proposée  donne 

[Am^-  +  Bmj— >  +  ....+  Gm,  +  H]  [y^  w  +  a.j,^(.)] 
+  [Anm^-'  +B(n  —  <)mj-*  +  . . . .+  H]f ,<-'>î==  0 ; 

et  il  devient  évident  que  cette  valeur  de  z  satisfait  à  la 
proposée  ,  puisque  ,  par  hypothèse ,  m^  est  une  racine 
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double  de  l'équation  (r) .  Donc  on  peut  prendre  dans  ce  cas 

»  =  P,  (y  +  m^x)  +  Xf^iy  +  m^x) 

le  nombre  des  fonctions  arbitraires  distinctes  restant  égal 
an. 

{ 3.  Remarqaes  sur  les  intégrales  siogalières  et  sur  les  intégrales  partico- 
lières  des  équations  aux  différences  partielles. 

546.  Considérons  une  équation  aux  différences  partielles 
du  premier  ordre 

délivrée  de  radicaux  et  de  dénominateurs  :  et  soit 

une  solution  de  cette  équation,  dans  laquelle  n'entre  pas 
de  fonction  arbitraire,  et  qui  peut  être,  ou  une  intégrale 
particulière,  ou  une  intégrale  singulière.  Si  c'est  une  inté- 
grale particulière,  il  sera  permis  de  représenter  l'intégrale 
générale  par 

9  désignant  une  fonction  de  x,  y  y  e,  qui  ne  s'évanouit  ni  ne 
devient  infinie  quand  on  y  fait  6  =  0  [477].  En  substituant 
dans  la  proposée,  on  trouve,  pour  déterminer  la  partie  de 
c)  indépendante  delà  constante  £,  l'équation 

dz      dp' dx      dq'dy 

dans  laquelle  les  différences  partielles 

df   df^    df 

dz    dp^  dq 

se  rapportent  à  la  valeur  z  =  f  (a;, y).  D'ailleurs  on  peut 
s'assurer  que  la  partie  de  f  indépendante  de  e  doit  renfer- 
mer le  même  nombre  de  fonctions  arbitraires  que  la  valeur 
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complète  de  9  ;  en  sorte  que  la  considération  de  cette  partie 
sui&t  pour  reconnaître  la  nature  de  la  solution  (f). 
Cela  posé,  si  la  valeur  2=f  {x^y)  donne 

1=0,  t'=o.  M 

sans  qu'il  en  résulte 

on  ne  peut  satisfaire  à  Téquation  (y^)  qu'en  prenant  (j>=  0; 
de  sorte  que  la  solution  {(),  n'étant  pas  susceptible  de  se 
compléter  comme  Tindique  Téqnation  {(fjy  constitue  une 
intégrale  singulière  de  la  proposée. 

Ainsi  la  recherche  des  intégrales  singulières  consiste  à 
déterminer  les  valeurs  de  z  en  x,yf  qui  satisfont  à  la  fois 
aux  équations  (/*)  et  {p^q)^  en  éliminant  p^q  entre  ces 
mêmes  équations.  Il  faut,  de  plus,  s'assurer  que  ces  valeurs 
de  z  ne  vérifient  pas  Téquation  (2). 

Appliquons  ceci  à  Véquation  des  surfaces-canaux 

on  aura  pour  les  équations  (jp,g),  z'|>  =  0,  z^q  =0.  On  ne 
peut  pas  en  tirer  2=  0,  car  la  proposée  ne  serait  pas  satis- 
faite, et  au  contraire  l'équation  (2)  serait  vérifiée  ;  mais  les 
solutions  p=:  0,  9  =  0,  conduisent  à  l'intégrale  singulière 
z^—K'=zO. 

547;  Si  Ton  donnait  une  équation  du  second  ordre 

f{^^yy^>p,qfrM = 0, 

le  même  calcul  mènerait  aux  équations  de  condition  (p,^)? 
et  en  outre  à 

de  manière  que  l'élimination  de  p^q^r^Syt  entre  les  équa- 
tions (Pj9);(r,5,*)  et  la  proposée  donnerait  une  valeur  de  z 
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en  Xyj/j  qui  serait  une  solution  singulière,  pourvu  que  cette 
même  valeur  de  z  ne  vérifiât  pas  l'équation  {z).  Si  la 
valeur  ({)  vérifiait  seulement  les  équations  {r,s,t)y  on  aurait, 
pour  déterminer  la  partie  9  indépendante  de  e,  l'équation 
(9  J  aux  différences  partielles  du  premier  ordre,  dont  Tinté- 
^^e  ne  pourrait  renfermer  qu'une  fonction  arbitraire  :  en 
sorte  que  la  solution  (  f  ),  n'étant  pas  susceptible  de  se  com- 
pléter par  l'adjonction  de  deux  fonctions  arbitraires , 
comme  le  requiert  l'ordre  de  l'équation  proposée,  ne  serait 
qu'une  valeur  particulière  provenant  de  l'intégration  d'une 
solution  singulière  du  premier  ordre. 

On  conclut  de  là  que^  si  l'on  trouve  une  équation  du 
premier  ordre  qui  satisfasse  à  la  fois  à  la  proposée  et  aux 
équations  (r,s,^),  cette  équation  sera  une  intégrale  sin- 
gulière du  premier  ordre. 

Soit  donnée^  par  exemple,  l'équation  du  second  ordre 


r»-(2rî-y)(i>-^)  =  0, 


(3) 


qui  ne  contient,  ni  5,  ni  £  :  le  système  des  équations  (r,5,t) 
$e  réduit  à 


-^(p-Thh'- 


On  satisfait  à  cette  équation ,  ainsi  qu'à  la  proposée,  en 
faisant 

équation  du  premier  ordre^  qui  a  pour  intégrale 

9  désignant  une  fonction  arbitraire.  Par  conséquent  cette 
dernière  équation  est  ime  intégrale  singulière  de  la  pro- 
posée. 
548.  On  peut  aussi,  dans  certains  cas,  assigner  des  inté- 
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grales  particulières  à  des  équations  aux  différences  par-- 
tielles  dont  les  intégrales  générales  ne  sont  pas  connues, 
ou  même  ne  pourraient  exister  sous  forme  finie  ;  et  les  inté- 
grales ainsi  obtenues,  quoiqu'elles  n'aient  pas  toute  la 
généralité  requise  pour  la  solution  analytique,  peuvent 
résoudre  avec  une  généralité  suffisante  le  problème  qui  a 
conduit  à  l'équation  aux  différences  partielles.  Admettons 
que  cette  équation  soit  du  second  ordre,  de  la  forme 

de  manière  qu'elle  ne  contienne  point  les  variables  a;,j/,2  ; 
et  supposons-la  en  outre  homogène  en  r^s^t  :  malgré  ces  res- 
trictions ,  elle  ne  pourra  s'intégrer  généralement  que  pour 
de  certaines  formes  de  la  fonction  f;  mais  si,  parmi 
t(>utes  les  surfaces  susceptibles  de  satisfaire  à  cette  équa- 
tion, on  n'a  en  vue  que  les  surfaces  développables  pouE 
lesquelles  jp= II g,  on  pourra  poser 

8  =  m'y,    r  =  sa'gr  =  t{n'qy  ; 

en  sorte  qu'après  la  substitution  de  ces  valeurs  de  5  et  de  r 
dans  la  proposée,  qui  est  homogène  en  r,  s,  t^  la  dérivée  t 
s'en  ira.  Il  restera  une  équation  différentielle  ordinaire  en 

dv 
q^Uq^Wq,  on  q^p,  t-,  par  laquelle  on  déterminera  la  fonc- 
tion n  avec  une  constante  arbitraire.  L'équation  />  =  Hg 
étant  ensuite  intégrée,  donnera  une  équation  primitive 
avec  une  fonction  arbitraire ,  laquelle  équation  primitive 
caractérisera  une  famille  de  surfaces  développables ,  jouis- 
sant de  la  propriété  exprimée  par  la  proposée. 
Par  exemple,  l'équation  du  second  ordre 

H+qy  —  ^pqs  +  {\+py=0, 

qui  appartient  aux  surfaces  pour  lesquelles  les  deux  cour- 
bures principales  sont  égales  et  de  sens  contraires  [281], 
et  dont  l'aire  est  un  minimum  entre  les  limites  données 
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[391],  ne  comprend  que  les  dérivées  du  premier  et  du 
second  ordre ,  et  elle  est  homogène  en  r,5,^  Si  donc  Ton 
cherche  quelles  sont,  parmi  ces  surfaces,  celles  qui  peuvent 
se  développer  sur  un  plan,  on  sera  conduit  à  Téquation 

•    («  +  î*)rf/>*  —  "ipq^pdq  +{\+  f)dq^  =  0.  (4) 

Pour  l'intégrer,  on  fera  p  =mq  +  n,  m,  n  désignant  des 
constantes,  et  il  viendra  1  +  m'-f- w'  =  0,  ce  qui  donne 

p=:mq  +ii  +m*)W^^.  (5) 

D'ailleurs  les  équations  p  ==  a,  9=6  satisfont  aussi  à 
l'équation  (4)  et  conduisent  à  l'équation  générale  du  plan 

zi=:ax  +  by  +  c.  (6) 

En  appliquant  à  l'équation  (5)  le  procédé  du  n**  536,  on 
obtient  une  intégrale  exprimée  par  le  système 

y  '{-mx:=Zf'a.  ) 

Mais  il  est  impossible  d'en  tirer  un  résultat  réel  à  moins 
de  poser  14-w*=0,  ya=Cia — c,  et  alors  on  a  simple- 
ment z  =  c  :  solution  moins  générale  que  celle  qui  est 
donnée  par  l'équation  (6),  quoiqu'on  apparence  le  système 
(7)  ait  une  généralité  plus  grande,  à  cause  de  la  présence 
du  signe  de  fonction  arbitraire  (p.  Au  reste,  puisque  les  sur- 
faces développables  ont  l'une  de  leurs  courbures  principales 
nulle,  il  est  bien  évident  que  l'autre  doit  s'évanouir  aussi, 
pour  satisfaire  à  l'une  des  propriétés  géométriques  expri- 
mées par  l'équation  proposée;  et  qu'ainsi  le  plan  seul, 
parmi  les  surfaces  développables,  peut  fournir  une  solution 
réelle  de  cette  équation. 


CHAPITRE  IV. 


DE  l'intégration  DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENCES  PARTIELLES 
PAR  LES  SÉRIES,  ET  EN  PARTICULIER  DE  L*INTÉGRATION  DES 
ÉQUATIONS  LINÉAIRES,  A  DEUX  VARIABLES  INDÉPENDANTES,  EF 
A   COEFFiaENTS  CONSTANTS* 


M    .âm 


549.  Le  chapitre  précédent  a  mis  en  évidence  l'imper- 
fection des  procédés  par  lesquels  on  détermine,  sous  fonne 
finie,  les  intégrales  des  équations  aux  différences  partielles 
d'un  ordre  supérieur  au  premier ,  dans  les  cas  peu  étendus 
où  cette  détermination  est  possible.  D'ailleurs  le  problème 
de  l'intégration  n'est  effectivement  résolu  que  lorsqu'on  a 
déterminé,  d'après  les  conditions  propres  à  chaque  ques- 
tion, et  sans  les  restreindre,  les  fonctions  arbitraires  qui 
entrent  dans  la  composition  des  intégrales  ;  ce  qui  est  sou- 
vent impossible,  même  lorsque  le  signe  de  fonction  arbi- 
traire ne  porte  que  sur  les  quantités  réelles,  et  à  plus  forte 
raison  lorsque  les  procédés  d'intégration  ont  fait  arriver 
sous  ce  signe  des  quantités  compliquées  de  facteurs  imagi- 
naires. Aussi,  quand  les  progrès  de  la  physique  mathéma- 
tique ont  exigé  que  le  calcul  aux  différences  partielles  fût 
cultivé  dans  un  autre  but  que  celui  de  caractériser  et  de 
classer  des  familles  de  surfaces ,  les  géomètres  ont  dû 
essayer  de  réscnidre  d'une  autre  manière  les  problèmes 
d'intégration  qui  s'offraient  h  eux  ;  et  il  était  naturel  qu'ils 
recourussent  d'abord  au  procédé  le  plus  ordinaire  de  l'ana- 
lyse, à  celui  du  développement  en  séries. 
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En  général ,  mt  une  équation  aux  différences  partielles 
de  Tordre  n  entre  la  fonction  u  et  les  variables  indépen- 
dantes x^tfjZ^tj  etc.  t^renons  une  variable  auxiliaire  0,  corn- 
posée  d'une  manière  quelconque  en  x^y^z^t,  etc.  :  on  peut 
supposer  la  fonction  u  développée  en  série  de  la  forme 

K  =  eô«  +  e^f/^  +  e,6*«  +  etc.  ;  (ô) 

de  manière  que  les  exposants  a^  forment  une  suite  crois* 
santé  ou  décroissante  de  nombres  constants,  tandis  que  les 
coefficients  ©,  sont  des  fonctions  inconnues  de  variables  in- 
dépendantes,  en  nombre  inférieur  au  moins  d'une  unité  à 
celui  des  variables  dont  ti  dépend.  Si  Ton  substitue  cette 
valeur  de  u  dans  l'équation  proposée,  que  Ton  ordonne  le 
premier  membre  suivant  les  puissances  de  6,  et  qu'on  égale 
séparément  à  zéro  les  coefficients  de  chaque  terme  du  dé- 
veloppement, on  aura  une  suite  infinie  d'équations  diffé- 
rentielles aux  différences  partielles,  dont  chacune  renfer- 
mera une  variable  indépendante  de  moins  que  la  proposée, 
et  si  Ton  parvient  à. obtenir  les  valeurs  les  plus  générales 
de  ©„  «„  propres  à  vérifier  cette  suite  d'équations,  la  série 
(0)  satisfera,  aussi  de  la  manière  la  plus  générale,  à  Téqua* 
tion  proposée.  En  prenant  successivement  pour  0  chacune 
des  variables  x,y,z,t,  etc.,  ou  des  fonctions  différentes  de 
ces  mêmes  variables,  on  peut  assigner  à  u  plusieurs  déve- 
loppements distincts  :  bien  entendu  que  ces  développe- 
ments seront  illusoires ,  toutes  les  fois  qu'il  ne  conduiront 
pas  à  des  séries  convergentes. 

Dans  ces  divers  développements ,  les  coefficients  0,,  dé' 
terminés  de  la  manière  la  plus  générale,  pourront  néan- 
moins renfermer  des  fonctions  arbitraires  en  nombres  iné- 
gaux, selon  qu'on  aura  choisi  pour  0  telle  des  variables 
indépendantes,  ou  telle  fonction  de  ces  mêmes  variables. 
Le  nombre  des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  la 
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composition  de  ces  coefficients  ne  peut  pas  surpasser  n, 
mais  il  pourrait  être  moindre.  Nous  établirons  ce  principe 
d'une  manière  fort  simple  en  traitant  de  la  construction 
arithmétique  des  équations  aux  diiTérences  partielles,  et  il 
se  vérifiera  sur  les  exemples  que  nous  discuterons  dans  ce 
chapitre. 

550.  Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  le  développement 
en  série  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  a  pour 
but  de  donner  à  la  théorie  toute  la  généralité  désirable  ; 
mais  ordinairement  il  suffît  de  recourir  pour  le  développe- 
ment aux  théorèmes  de  Taylor  ou  de  Ma^laurin.  Les  expo- 
sants a^  suivent  alors  la  progression  des  nombres  naturels. 
Soit,  par  exemple,  Téquation 

du       du 
la  formule  de  Maclaurin  donnera 

t    /du\         i*  /cPu\  fi      /d^u\     . 

(fx  étant  ce  que  devient  la  valeur  de  u  quand  on  y  fait 
f  =  0 ,  et  f— j  désignant  la  valeur  de  la  dérivée  —  pour 

la  même  valeur  particulière  ^  =  0.  En  vertu  de  l'équation 
proposée,  on  a 

{S)r"  (^^r''*  (ê)  r*''"^'  ^^-^ 

moyennant  quoi  la  série  (1)  devient 

U  =  ^x+j.ff'x  +  — .  /x  +  ;p-^.  f"'x  +  etc. 

Mais  le  second  membre  de  cette  équation  n'est  autre  chose 
que  le  développement  de  la  fonction  (f(x'\-(U)  suivant  les 
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puissances  de  o^  :  on  retrouve  donc  de  cette  manière  l'inté- 
grale sous  forme  finie 

telle  qu'on  l'aurait  obtenue  par  la  méthode  du  n^  528. 
L'équation  proposée  laisse  la  fonction  y  arbitraire ,  comme 
cela  doit  être. 

Nous  aurions  pu  développer  la  fonction  u  par  le  théo- 
rème de  Taylor,  suivant  les  puissances  de  t — ^,,  en  lais- 
sant la  constante  t^  indéterminée,  de  manière   à  éviter 
l'exception  à  laquelle  est  sujette  la  formule  de  Maclâurin, 
lorsque  le  développement  de  la  fonction  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  la  variable  cesse  d'être  pos- 
sible, (fx  désignerait  alors  la  valeur  de  la  fonction  u  qui 
correspond  à  la  valeur  particulière  t=t^.  Mais,  pour  la  plus 
grande  simplicité  des  calculs ,  nous  ferons  toujours  usage 
de  la  série  de  Maclâurin  :  il  sera  facile  de  substituer,  si  Ton 
veut ,  aux  développements  obtenus ,  des  développements 
ordonnés  suivant  les  puissances  de  la  variable ,  (ÏÏminjiée 
d'une  constante  arbitraire. 
551.  Passons  à  l'équation 

du     dht 

en  développant  l'intégrale  suivant  les  puissances  de  t^  et 
en  conservant  les  mêmes  notations  que  ci-dessus ,  on  aura 


d'où 


/'aux         „         /-cPwv  /^\ 


On  ne  peut  plus,  comme  tout  à  l'heure,  revenir  de  la  série 
à  une  intégrale  sous  forme  finie,  du  moins  de  la  nature  de 
celles  que  nous  avons  rencontrées  jusqu'ici  ;  mais,  toutes 
T.  u.  35 
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les  fois  que  la  série  est  coavergente,  elle  détermine  la 
valeur  de  u  en  fonction  des  variables  indépendantes  x^t  ; 
et  cette  valeur  ne  dépend  que  de  la  fonction  arbitraire  9 
qui  doit  être  assignée  dans  chaque  cas  particulier. 

Par  un  procédé  absolument  semblable  on  trouverait  pour 
la  valeur  de  u,  développée  suivant  les  puissances  de  Xj 

.«^,H.f.,,  +  ^.^7H.^..'.  +  ^.r*  +  etc.(5) 

Les  fonctions  ^t,  nt  restent  toutes  deux  arbitraires,  et  dé- 
signent respectivement  ce  que  deviennent  les  valeurs  de 

du 
u,^,  quand  on  y  fait  a;  =  0. 

Pour  montrer  que  les  intégrales  (  4  ),  (  5  )  rentrent  Tune 
dans  l'autre,  quoique  la  première  ne  renferme  que  la  fonc- 
tion arbitraire  <fx  et  ses  dérivées,  tandis  que  la  seconde 
dépend  des  deux  fonctions  arbitraires  ^j^^,  nt,  Poisson  dé- 
veloppe les  fonctions  ^£,  1:1  suivant  les  puissances  de  t,  et 
il  pose  en  conséquence 

.<  =  A'  +  B'i+C'iL+D'j^  +  .te. 
L'éqaation  (5)  devient  alors 

'       1  1.2^      4.2.3"     4.2.3. i^'*^- 

+i(B+B'j+C_+C'-fL  +  «c.) 


t*  X 

+  ^(C+C'-  +  elc.)+etc. 


Maintenant^  si  l'on  désigne  par  yx,  comme  cela  est  per- 
mis, la  fonction  arbitraire 
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X  '7*^  1^  T*^ 

le  second  membre  de  Téquation  précédente  se  confondra 
avec  la  série  (4). 

552.  Le  théorème  de  Maclaurin  donne  encore  pour  l'in- 
tégrale de  réquation 

développée  suivant  les  puissances  de  t^. 

u=fx+ -jlxdx + Y\:ff^^^^^  +  VnJJT^^^^  "*■  ^^''  ^' 

et,  sous  cette  forme,  l'intégrale  ne  semble  dépendre  que  de 
la  fonction  arbitraire  r^x  qui  représente  la  valeur  de  u  pour 
t  =  0.  Mais  il  faut  observer  que  chacune  des  intégrations, 
en  nombre  infini,  indiquées  dans  le  développement,  intro- 
duit une  constante  arbitraire,  et.que  le  système  de  ces  con- 
stantes ,  multipliées  respectivement  par  des  facteiu*s  va- 
riables, équivaut  à  une  autre  fonction  arbitraire.  En  effet 
Ton  peut  écrire  : 

X 

J^xdx  =  B  +  A-  +  fi^, 
jQryxrfx«=  C +B^+ A  —  +  ysx, 

^/•7a:dap»=D  +  c|+B^  +  A;p^+?4X, 
etc., 

A,B,C,D,  etc.,  désignant  des  constantes  arbitraires,  et  y^a5, 
y,a7,(fsa5,  etc.,  des  fonctions  qui  s'évanouissent  avecx.  Par  la 
substitution  de  ces  valeurs  dans  la  formule  précédente,  il 
vient  : 
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+  f t*  +  5j--f«a?  +  5p;g-î^  + 1-;;^;^  •r4a:  +  etc. 

t  I*  r» 

+  B-  +  C-— +  D-— — +  etc. 

+  etc. 
Or,  si  l'on  pose 

on  aura 

etc.^ 

les  fonctions  ^(^^^j.^'^ji^  etc.,  s'évanouissant  toutes  avec  i  ; 
et  Ton  donnera  au  développement  de  l'intégrale  la  forme 
symétrique 

Quand  la  constante  A  et  les  fonctions  ^^^i  auront  été  assi- 
gnées arbitrairement,  toutes  les  fonctions  <p8,^i,<p8,^i,  etc., 
s'obtiendront  par  des  quadratures.  Â  est  la  valeur  numé- 
rique de  u  pour  le  système  de  valeurs  x  =  0,   ^=0; 
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A  +  y, a;,  A  +  ^i^  sont  les  valeurs  de  m  en  fonction  de  x  et 
de  t,  qui  correspondent  Tune  à  t  =0,  l'autre  à  rc =0. 

5S3.  Les  équations  aux  différences  partielles,  traitées 
dans  les  n"*  précédents ,  étaient  linéaires  ;  considérons 
maintenant  l'équation  (3)  du  n*  547, 

/ (Pz\*     /  JPx  dx        \  fdx         X    \  ^ 
\d?)      Vl?'dii'^y  )\di~Tirx)^^' 

à  laquelle  nous  ayons  trouvé  pour  intégrale  singulière 

«  =  (4  +  a:)9»y.  (8) 

Son  intégrale  générale ,  développée  par  la  formule  de 
Maclaurin  suivant  les  puissances  de  x,  est 

+  etc.; 
et  si  on  la  développe  suivant  les  puissances  de  y,  il  vient 

*  =  ;taf  +  ?. 2Lf ^.etc.;  (9) 

en  sorte  qu'elle  dépend  dans  le  premier  cas  des  deux  fonc- 
tions arbitraires  ^^  tt,  et  dans  le  second  de  la  seule  fonction 
arbitraire  x- 

Si  Ton  considère  l'intégrale ,  au  point  de  vue  géomé- 
trique, conune  l'équation  d'un  ordre  ou  d'une  famille  de 
surfaces ,  on  pourra  dire  que  l'intégrale  singulière  (8)  a  au- 
tant  détendue  que  l'intégrale  générale  donnée  par  la  série 
(9)  :  car,  pour  particulariser  l'équation  (8),  il  faut  se  don-r 
ner  la  courbe  ^  =  yy  suivant  laquelle  la  surface  coupe  le 
plan  des  yz  ;  et  de  même  pour  particulariser  l'équation  (9^) , 
il  suf&t  de  se  donner  la  courbe  z  =  x^  q^  ^st  l'interseo 
tion  de  la  surface  avec  le  plan  des  xz.  Les  deux  équations 
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caractérisent  donc  deux  familles  distinctes  de  surfaces, 
dans  chacune  desquelles  les  surfaces  individuelles  sont 
détenninées  par  des  conditions  de  même  nature  et  en 
même  nombre. 

554.  Le  développement  des  intégrales  en  séries,  par 
remploi  des  formules  de  Taylor  ou  de  Maclaurin ,  ou  par 
la  méthode  plus  générale  des  coefficients  indéterminés, 
indiquée  en  premier  lieu,  mène  pour  l'ordinaire  à  des 
calculs  pénibles  ou  même  inextricables ,  lorsque  Téquation 
qu'il  s'agit  d'intégrer  n'est  pas  linéaire,  ainsi  qu'on  en 
jugerait  d'après  l'exemple  du  n°  précédent ,  si  l'on  voulait 
prolonger  le  développement  au-delà  du  troisième  terme. 
Au  contraire,  le  développement  de  l'intégrale  en  série  prend 
une  forme  aussi  simple  que  remarquable ,  lorsque  l'équa- 
tion aux  différences  partielles  est  linéaire,  à  trois  variables 
indépendantes,  à  coefficients  constants',  et  quand  elle  ne 
contient  pas  les  variables  indépendantes  dans  un  dernier 
terme,  indépendant  de  la  fonction  et  de  ses  dérivées  par- 
tielles. 

Désignons  en  effet  par  u  la  fonction,  et  par  x,t  les  va- 
riables indépendantes  :  si  l'on  substitue  dans  Téquation 
proposée  la  valeur 

u  =  Ce«*+^S  (C) 

C  désignant  une  constante  arbitraire  et  (z,  B  des  paramètres 
indéterminés,  l'exponentielle  et  la  constante  C  qui  la  mul- 
tiplie s'en  iront  comme  facteurs  communs  :  il  restera  une 

équation  algébrique 

f(«,i3)  =  0,  (fj 

à  laquelle  devront  satisfaire  les  indéterminées  a^B  pour  que 
l'équation  (C)  soit  une  intégrale  particulière  de  la  proposée. 
Cell^ci,  à  cause  de  sa  forme  linéaire ,  sera  donc  satisfaite 
quand  on  y  substituera  pour  u  la  somme  d'un  nombre  in- 
fini de  valeurs  particuUères  telles  que  (C),  ou  la  série 
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C.e**'+-^''  +  (V"-*"*"^"'  +  Ce«'*+^-'  +  etc., 
que  nous  désignerons  ordinairement,  pour  abréger,  par 

et  dans  laquelle  il  n'y  aura  d'arbitraires  que  les  coefficients 
C,  a  ;  les  nombres  ô  se  ti'ouvant  déterminés  en  fonction  des 
nombres  a,  au  moyen  de  l'équation  (f). 

555.  Appliquons  ceci  à  l'équation  linéaire  du  premier 

ordre 

du        du  ,  ^ 

dt         dx 

l'équation  (f)  aura  la  forme  ^8 = a«  +  6  ;  de  sorte  qu'on  Stt; 
tisfait  à  la  proposée  en  prenant 

Pour  1  =  0,  cette  série  donne 

u  =  i.Cé^. 

Soit  donc  (fX  une  fonction  telle  que,  si  on  la  développait  en 
série  d'exponentielles  [114],  on  aurait 

la  valeur  générale  de  u  sera,  sous  forme  finie, 

comme  cela  résulte  par  un  changement  de  lettres  de  la  for- 
mule (3)  du  n^  529.  La  fonction  y  reste  arbitraire,  à  cause 
de  l'indétermination  des  coefficients  C,  «  :  elle  sera  déter- 
minée, si  l'on  assigne  la  valeur  de  u  en  fonction  de  x,  pour 

£=0. 

Quand  on  fait  6  =  0,  on  retombe  sur  l'équation  (2).  En 
général,  si  l'on  a  une  équation  aux  différences  partielles  dû 

la  forme 

du 
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[u]  désignant,  pour  abréger,  une  fonction  linéaire  des  dé- 
rivées partielles  de  u,  par  rapport  aux  variables  a?,i/,z,... 
autres  que  t,  on  posera  u  =  ve^',  et  l'on  aura  la  transformée 

en  V 

dv         . 

556.  Soit  réquation  du  second  ordre 

(Pu       ^(Pu 

l'équation  (f)  devient  B*  =  a*of^  d'où  ces  deux  valeurs  de 
P  :  B'=:aay  $'^z=:  —  aa.  A  chaque  valeur  de  B  corres- 
pondent deux  séries  distinctes ,  propres  à  vérifier  la  pro- 
posée, et  qui  en  sont  des  intégrales  particulières  :  la  sonune 
de  ces  deux  séries  compose  Tintégrale  générale 

équivalente  à  l'intégrale  sous  forme  finie 

u=zf(x  +  at)  +  ^x  —  at\  (44) 

qui  ne  diffère  que  par  le  choix  des  lettres,  de  la  formule  (2) 
du  n''  539. 

D'après  cette  analyse,  l'intégrale  générale  de  la  proposée 
doit  s'obtenir  sous  forme  finie  et  renfermer  n  fonctions  ar- 
bitraires distinctes,  lorsque  î{a,B)  se  décompose  en  n  fac- 
teurs linéaires  B  —  (aa  -f  6) ,  et  en  particulier  lorsque  la 
fonction  f  est  homogène  par  rapport  aux  indéterminées  a,/8, 
ou  lorsque  l'équation  linéaire  aux  différences  partielles  ne 
renferme  que  des  différences  partielles  du  même  ordre  [544]. 

Les  deux  fonctions  arbitraires  9,  ^  qui  entrent  dans  l'in- 
tégrale (H  ),  se  déterminent  sans  difficulté  lorsqu'on  assigne 
deux  fonctions  /2c,  fx,  dont  la  première  représente  la  valeur 

de  u  et  la  seconde  celle  de  ^,  pour  ^  =  0.  Effectivement, 
d'après  ces  données  ou  a 
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ya?  +  ^a:  =  /a:,    y'j?  —  yff'x  =:-.&. 

Par  l'intégralion  de  la  seconde  de  ces  équations,  il  vient 


■j' 


¥x  désignant  une  fonction  connue  de  x,  et  c  une  constante 
arbitraire. 
De  là  on  tire 

ipxt=i K/b?  +  ¥x  +  c)y    ^x:=z{{fx  —  Fo:  —  c), 

X 

et  par  suite 

u^  i[f(x  +  at)  +  f(x  —  at)  +  ¥{x  +at)-^F{x -- at)],   (12) 

la  constante  arbitraire  c  ayant  disparu. 
557«  Reprenons  Téquation  déjà  traitée 

du      cPu 

pour  laquelle  Téquation  (f)  se  réduit  à  B  =  a*.  Suivant 
qu'on  se  sert  de  cette  équation  pour  chasser  les  coefficients 
S  ou  les  coefficients  a,  on  a  les  deux  développements 

tt=2.(y"+*'',  (13) 

Si  l'on  développe  la  série  (1 3)  suivant  les  puissances  de  t, 
il  vient 

développement  qui  se  confond  avec  la  série  (4)^  quand  on 
pose  2.  Ce^=:(fXy  la  fonction  arbitraire  (fX  désignant  tou- 
jours la  valeur  de  u,  pour  ^  =  0. 

On  trouverait  de  même,  en  développant  le  second  mem- 
bre de  réquation  (14)  suivant  les  puissances  de  x  : 
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+  — - .  (s .  C'jS'e^  ''  +1.  Cfe^"') 

+  ^-|^.(2.C';SVFe^''--2.C''iSV^^'''')+  etc. 
Si  maintenant  on  pose 

on  retombera  sur  la  série  (5).  Pour  montrer  que  les  deux 
fonctions  ^,z  sont  arbitraires  et  indépendantes  Tune  de 
l'autre,  nous  ferons 

d^où 

^t  =  yvt  +  m,  (15) 

ict^y^Jl^uf.  (16) 

A  la  place  de  cette  dernière  équation  Ton  peut  écrire 

TT  étant  une  fonction  qui  dérive  de  t  par  une  opération 
inverse  de  celle  au  moyen  de  laquelle  les  fonctions  Y„II„ 
dérivent  respectivement  des  fonctions  ^,n  (*).  On  tire  des 
équations  (15)  et  (17)  : 


O  De  Féquafion  2.C'e^''=:M/  on  tire 
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en  sorte  que,  quelles  que  soient  les  fonctions  ^^  tt  qui 
peuvent  être  choisies  arbitrairement,  les  fonctions  ¥,n,  et 

par  suite  les  séries  2.C  V  *,  2.C'e^  *  se  trouvent  toujours 
déterminées. 

Si  Ton  avait  développé  la  série  (13)  suivant  les  puis- 
sances de  Xj  on  aurait  eu 


X         _-.•#.      X 


11=2. Cc«*'  +-.2.Cxe«"'  +7— .x.CzV  +etc.  ; 

et  ce  développement  coïncide  encore  avec  la  série  (5)  quand 
on  pose 

mais  alors  les  deux  fonctions  ^^tt  ne  sont  plus  indépen- 
dantes :  on'  a  entre  elles  une  relation  qui ,  suivant  la  nota- 
tion ci-dessus  employée,  s'exprimerait  par  1:1=:^ f,  ou 
z^t  =  ^t;  ce  qui  revient  aussi  à  supposer  nulle  .la  fonction 
n  dans  les  équations  (1 5)  et  (1 7) .  Conséquemment  la  série 
(13)  doit  être  considérée,  ou  comme  l'intégrale  générale  de 
réquation  (3),  ou  simplement  comme  une  intégrale  parti- 
culière, selon  que  cette  série  est  conçue  ordonnée  suivant 


fi  désignant  un  nombre  positif  et  entier  quelconque.  On  peut  écrire  par  ana- 
logie 

(H» 

et,  en  vertu  de  cette  notation,  remplacer  les  équations  (46)  et  (47)  par  les  sui- 
Tantes  . 

ir<  =  — i-^j7 .      /(i)  Tit.diï  ^^t--  ni. 

Le  calcul  des  différentielles  et  des  intégrales  à  indices  fractionnaires ^  admis 
comme  une  conséquence  du  développement  des  fonctions  en  séries  d'exponen- 
tielles, est  Fobjet  d'un  mémoire  important  de  M.  Liouville,  inséré  dans  le 
S4*  cahier  du  Jouma/  de  l'École  polytechnique. 
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les  puissaDces  de  t  ou  suivant  les  puissances  de  a;  :  ce  qui 
revient  à  déterminer  les  paramètres  arbitraires  qu'elle  ren- 
ferme, au  moyen  de  la  valeur  de  u  en  fonction  de  x  pour 

du 
^  ==  0,  au  moyen  des  valeurs  de  "  ^t  de  -j-  en  fonction  de 

<poura;  =  0. 

Nous  ignorons  si  l'on  a  remarqué  cette  singulière  pro- 
priété de  certains  développements,  de  représenter  à  la  fois 
une  intégrale  générale  et  une  intégrale  particulière.  Cette 
remarque  contredit  même  l'assertion  avancée  par  mégarde 
par  Poisson  (*),  que  Ton  peut  développer  la  série  (13)  de 
manière  à  la  rendre  identique  avec  la  série  (5) . 

558.  Reprenons  aussi  l'équation 

cPu 
dxdt 

qui  donne  pour  (f),a/3  =  1  d'où 

et  en  développant  suivant  les  puissances  de  ij 

u  =  2. Ce?**  +  -.  2.C —  +  7— \  2.C  —  +  etc. 

Comme  on  peut  poser  (fX  =  2.C€f",  il  est  évident  que  ce 
développement  rentre  dans  la  série  (7).  Seulement,  quand 
la  fonction  9  a  été  assignée ,  et  que  les  coefficients  C,»  sont 
par  cela  même  déterminés^  tous  les  termes  des  séries 

ï .  G  —  =/fxix,    2 .  --— = Jffxd^,  etc.» 

se  trouvent  aussi  déterminées  complètement  ;  en  sorte  que 
les  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales 


C)  Théorie  de  la  chaleur,  1^.  439. 
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J\xdXjff^xdx^y  etc.,  sont  elles-inèmes complètement  déter- 
minées. Par  conséquent,  la  série  (18)  ne  donne  qu'une 
intégrale  particulière  de  l'équation  (6) ,  et  non  pas  une 
intégrale  générale  ou  complète,  comme  on  le  lit  à  la  page 
149  de  l'ouvrage  cité  tout  à  l'heure. 

L'équation  (6)  serait  également  vérifiée  si  l'on  prenait 

tt  =  A  sin  (ara:  +  fO  +  B  cos  {ax  +  p(), 

pourvu  qu'on  eût  entre  les  paramètres  a^è  l'équation  de 
condition  a/S +  1=0.  Donc  on  satisfera  à  l'équation  (6) 
en  posant 

t*=:2|  Asinf  ora? J  +  Bcos  iax j   ; 

mais  ce  ne  sera  encore  qu'une  intégrale  particulière  de  la 
proposée  ;  et  lors  même  qu'on  écrirait 

tt=i=2.A  sinfa'x  —  -  j  +  2.Bcosra"ar ;:,  J, 

rinlégrale,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer,  n'aurait 
pas  plus  de  généralité. 

559.  En  général,  comme  les  constantes  arbitraires  G^a,^ 
peuvent  être  supposées  imaginaires  aussi  bien  que  réeUes , 
il  est  clair  qu'à  toute  série  d'exponentielles  il  est  permis  de 
substituer  une  série  de  sinus  et  de  cosinus ,  et  récipro- 
quement. La  nature  du  problème  détermine  la  nature  des 
fonctions  qui  doivent  rester  dans  la  solution  finale  ,  après 
qu'on  a  déterminé  toutes  les  constantes  arbitraires  et  fait 
évanouir  les  signes  d'imaginarité. 

Si  l'équation  (f)  était  telle  que  les  paramètres  a^&  ne 
pussent  pas  être  réels  en  même  temps,  on  serait  par  là 
môme  averti  de  la  nécessité  d'introduire  dans  la  série  des 
fonctions  circulaires  à  la  place  de  certaines  exponentielles. 
Ce  cas  s'offinrait  pour  l'équation 
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dhi      dhi 

à  laquelle  se  réduit  l'équation  (10)  quand  on  donne  à  la 
constante  a  la  valeur  V^ — 1 .  On  y  satisfait  en  posant 

u  =  2.(A'  sin  ax  +  B'  cos  a'x)e*'' 
+  2.  (A'' sin  oi"x  +  B"  cos  a''jr)tf-*"'. 

dFx 

Désignons  par  fa;  et  par  îx  =  -^  les  valeurs  de  u  et  de 

du 

^  pour  f  =  0  :  on  aura 

1 .  (A'  sin  a'x  +  B'  cos  «'x)  t=  J  (/i  +  Fx  +  c)  J  ' 

i,(A'sma''x  +  B'cosx'x)  =  '/(fx  —  Fx-^c),)        ^    ' 

c  indiquant  une  constante  arbitraire  ;  et  quelles  que  soient 
les  fonctions  f,  F,  mathématiques  ou  empiriques,  pourvu 
qu'elles  ne  deviennent  point  infinies ,  on  pourra,  d'après 
les  formules  du  chapitre  XII  du  cinquième  livre,  déle^ 
miner  tous  les  coefficients  A',B',a'  ;  A',B',a  ,  de  manière  à 
satisfaire  aux  équations  précédentes ,  au  moins  pour  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  des  limites  données. 

L'intégrale  sous  forme  finie  de  Téquation  (19)  serait, 
d'après  la  formule  (12), 

.  F{x+t\/^)^F{x--t\/^)-] 
+  V^  > 

la  caractéristique  F  ayant  la  même  signification  que  dans 
les  équations  (20)  ;  et  cette  intégrale  devient  illusoire,  du 
moins  pour  le  calcul  numérique  des  valeurs  de  u,  lorsque 
les  fonctions  f^F  n'ont  pas  d'expressions  algébriques  dans 
lesquelles  on  puisse  substituer  les  valeurs  x  ±.  f|/^,  de 
manière  à  faire  disparaître  les  signes  d'imagiDiarité. 
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5«0.  Les  équations  aux  différences  partielles,  linéaires  et 
à  coefficients  constants ,  s'appliquent  surtout  à  des  pro- 
blèmes de  mécanique  et  de  physique#nathématique ,  dans 
la  résolution  desquels  il  est  permis  de  négliger ,  à  cause 
de  leur  petitesse,  les  produits  et  les  puissances  supérieures 
de  certaines  quantités  variables.  Pour  déterminer  les  fonc- 
tions arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales,  il  faut  assi- 
gner les  valeurs  initiales  de  certaines  fonctions  danjs  l'éten- 
due limitée  d'un  système  matériel  à  une,  deux  ou  trois 
dimensions  :  rien  n'assujettit  d'ailleurs  ces  fonctions  à 
comporter  une  expression  mathématique;  elles  doivent 
seulement,  dans  l'étendue  du  système  matériel  pour  lequel 
elles  sont  données,  conserver  des  valeurs  déterminées  et 
finies,  parce  qu'elles  inesurent  des  grandeurs  physiques, 
essentiellement  finies  et  déterminées  Les  formules  du  cha- 
pitre Xn  du  cinquième  livre,  et  toutes  celles  qui  sont  pro- 
pres à  représenter  dans  une  étendue  limitée  une  fonction 
quelconque,  mathématique  ou  empirique,  s'appliquent 
donc  essentiellement  au  développement  des.  intégrales  des 
équations  aux  différences  partielles,  dans  lesquelles  les' 
fonctions  arbitraires  doivent  être  déterminées  d'après  des 
données  physiques.  Au  contraire ,  les  développements  en 
séries  d'exponentielles  ne  sont  applicables  que  quand  les 
fonctions  arljitraires  initiales  comportent  une  expression 
aiialytique  ;  et  alors,  sauf  l'exception  résultant  de  la  diver- 
gence des  séries,  ils  représentent  les  fonctions  développées 
pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  variables. 

561.  L'équation  la  plus  simple  à  laquelle  on  puisse  ap- 
pliquer ce  que  nous  venons  de  dire  sur  la  détermination 
des  fonctions  arbitraires  d'après  des  données  physiques, 
est  l'équation  des  cordes  vibrantes  [539] 
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dans  laquelle  t  désigne  le  temps,  o^  l'abscisse  d'un  point  de 
la  corde  en  mouvement,  u  Fordonnée  de  ce  point  qui  serait 
nulle  dans  Tétat  de  repos,  et  a  un  coefficient  qui  dépend 
de  la  tension ,  du  poids  et  des  dimensions  de  la  corde.  Les 
deux  extrémités  de  la  corde  vibrante  ayant  pour  abscisses 
X  =  0  et  a?  =  /,  et  ces  deux  extrémités  étant  fixes,  les  va- 

leurs  de  «et  de  g  sont  nuUes  pour  x=0  et  x  =  /,  quel 

que  soit  t  :  à  l'origine  du  mouvement,. et  pour  les  valeurs 

du 
de  X  comprises  entre  0  et  /,  on  a  « = /2r,  -^  =  îx,  les  fonc- 
tions fx^  îx  étant  assujetties  à  la  condition  d*avoir  des  va- 
leurs finies  et  déterminées . 

On  satisfait  à  l'équation  (21)  en  prenant 

tf  £=3  z( A sin aaf  -H  B cos  ajî) sin 7X\  (23) 

et  si  l'on  pose 

«=y,  (23) 

i  désignant  un  npmbre  entier  quelconque ,  on  satisfait  à  la 
condition  que  les  fonctions  u,  -^  s'évanouissent  pour  a; = 0 
et  pour  a;  =  /,  quel  que  soit  t.  L'équation  (22)  devient 

»     /  ^   ,    iirat  .  ^        titat\    ,    inx 
ttc=:2f  Asm  — +  BC08  — j  sm— , 

et  il  ne  s*agit  plus  que  de  déterminer  les  coefficients  A,B 
en  fonction  de  l'indice  i.  Pour  indiquer  cette  dépendance 
nous  écrirons  A^B^  au  lieu  de  A,B. 

Or,  d'après  les  conditions  exprimées,  il  vient 

iMiSm—  =zfx,     1,  —  AiSin—  =.txi 
et  l'on  satisfera  [430]  à  ces  dernières  équations  entre  les 
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limites  x  =0,  x=l,  quelles  que  soient  les  fonctions  fx, 
fxy  si  l'on  prend 

B,=  -|   sin  — /Çrfç,    A,=  — /  sin— \f{rf5. 

562.  L'équation 

du       ^(Pu 

qui  se  confond  avec  Féquation  (3)  quand  on  prend,  pour 
plus  de  simplicité,  a  =  1 ,  a  lieu  entre  la  température  u 
de  la  section  droite  d'une  barre  cylindrique  homogène,  le 
temps  t  et  l'abscisse  x  de  cette  section^  comptée  de  Tune 
des  extrémités  de  la  barre.  On  désigne  par  a  un  coefiicient 
qui  dépend  de  la  conductibilité  de  la  barre  et  de  sa  capa- 
cité pour  la  chaleur ,  par  { la  longueur  de  la  barre  ;  et  l'on 
prend  pour  zéro  de  l'échelle  thermométrique  la  tempéra- 
ture (supposée  constante)  du  milieu  dans  lequel  elle  est 
plongée.  En  conséquence  il  faut  que,  pour  rc  =  0  et  rc  =  /, 
onaitu=0,  quel  que  soit  ^  U  faut  déplus  que,  pour 
t = 0,  u  se  réduise  à  une  fonction  fx^  arbitrairement  don- 
née entre  les  limites  x=0,  x=zly  et  qui  exprime  l'état 
initial  des  températures  de  la  barre. 
^  On  satisfait  à  l'équation  (24)  par  la  série 

ttsas-Asinoxc"^'**^;  (26) 

et  si  l'on  prend,  comme  dans  l'exemple  précédent, 

«-J,  (23) 

on  aura  tenu  compte  des  conditions  qui  se  rapportent  aux 
deux  extrémités  de  la  barre.  Il  suffira  ensuite  de  faire 

A<  =  y  I  sm— 7{d5, 
T.  n  26 
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pour  que  la  valeur  de  u,  qui  répond  à  r  =  0,  représente 
l'état  initial  des  températures  de  la  barre. 

563.  Dans  les  deux  applications  qui  viennent  d'être 
faites,  on  peut  considérer  les  valeurs  du  paramètre  a  don- 
nées par  la  formule  (23) ,  comme  les  racines,  en  nombre 
infmi ,  de  l'équation  transcendante  sina/  =  0  :  en  général 
on  a  pour  déterminer  la  série  infinie  des  valeurs  de  «  une 
équation  transcendante,  mais  de  forme  plus  compliquée  et 
telle  qu'on  n'en  peut  déterminer  que  par  tâtonnements  le» 
racines  consécutives. 

Supposons  les  mêmes  données  que  dans  le  problème 
précédent,  si  ce  n'est  que  la  fonction  u,  au  lieu  d'être  con- 
stamment nulle  pour  x=-lj  devra  à  cette  limite ,  et  pour 
toutes  les  valeurs  de  l,  vérifier  l'équation  différentielle 

g  +  A«=0.  (26) 

Ce  nouveau  problème  se  rapporte  à  la  détermination  des 
températures  d'une  sphère  homogène,  plongée  dans  un 
milieu  dont  la  température  est  constante,  et  primitivement 
échauffée  de  manière  que  tous  les  points  à  égale  distance 
du  centre  aient  la  même  température.  La  variable  x  dé- 
signe la  distance  d'un  point  au  centre  de  la  sphère  ;  la 
fonction  u  est  le  produit  de  la  température  du  point  dont 
il  s'agit  par  la  distance  x\l  est  le  rayon  de  la  sphère.  La 
condition  d'avoir  M  =  0,  pour  a;  =  0,  quel  que  soit  ^,  ré- 
sulte de  ce  que  la  température  du  centre  ne  peut  pas  de- 
venir infinie  [458]  ;  et  l'existence  de  l'équation  (26),  dans 
laquelle  h  exprime  un  coefficient  constant ,  est  une  consé- 
quence de  la  déperdition  dft  chaleur  qui  s'opère,  par 
rayonnement  et  par  contact,  à  la  surface  de  la  sphère. 

La  valeur  de  u  sera  toujours  donnée  par  la  formule  (25): 
mais,  en  vertu  de  l'équation  (26),  les  paramètres  a  devront 
être  les  racines  de  l'équation  transcendante 
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a  COS  a/  +  A  Sin  a/  s=:  0.  (Î7) 

Admettons  qu'on  ait  calculé  ces  racines  :  il  s'agit  de  déter- 
miner les  coefficients  A  de  manière  que,  pour  t  =  0,  u  se 
réduise  à  une  fonction  fx,  assignée  arbitrairement  entre 
les  limites  x=:0,  a;  =  Z.  Voici  la  méthode  donnée  par 
Poisson  pour  effectuer  cette  détermination,  et  pour  dé- 
montrer en  même  temps  que  l'équation  (27)  ne  comporte 
pas  de  racines  imaginaires. 

564.  Multiplions  par  siskaxdx  les  deux  membres  de 
l'équation  (24),  et  intégrons  entre  les  limites  x  =z  0,a;  =  /: 
il  viendra 

d.  j  usinc/xdx  ., 

—^ =  a*  1    sin  ^x  j^rfx.  (28) 

dt  J  0  dx^ 

L'intégration  par  parties  donne  : 

n  .      d'u^      [du  .     y       r        ^^  ^ 

J  0  dx*  Ldx  Jù        J  0  dx 

i   cos  S'a?  —  (/a?  =r    ti  cos  «a?     +  a  /    ^  sin  ocxdx, 

d'où 

/i  dhi  rdu  V        .  n     '        ji 

sin otx-r-zdx=i\'^ sin aX'-aueOBaXl   —a'!   usinaxdx. 
0  dar  Idx  Jo        J  o 

Pourx=0,  on  ati  =  0,ginaj5  =  0;pQura;  =  î,  on  a,  en 
vertu  de  l'équation  (26), 

-;-  sin  «a:  —  ok  cos  «a? = — w(A  sin  a/  +  «  cos  »/), 
dx 

quantité  nulle  à  cause  de  l'équation  (27).  En  conséquence 
l'équation  (28)  se  réduit  à 


.  j    H  81 . 

-^ =  -.«V  I    usi 

di  J  0 


sin  axdx 

ni 

sin  ffxdXy 
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et  elle  a  pour  intégrale 

sin  otxdx  =  0""*'*"^ 


//'" 


C  désignant  la  valeur  de 

u  sin  oxdx, 

0 

qui  correspond  à  1=0,  c'est-à-dire  Tintégiale 

»/ 
fx.àn^^xdx. 


/: 


i 


On  aura  donc,  par  l'élimination  de  la  constante  C, 

/u  sin  axdx  =  c"***"'  i    fx.sia  axdx.  (29) 

0  J    0 

Si  nous  substituons  dans  cette  dernière  équation  la  va- 
leur de  u  en  série,  donnée  par  la  formule  (25),  il  faudra, 
pour  l'identité,  qu^il  ne  reste  dans  le  premier  membre  que 
le  terme  correspondant  à  la  racine  a  employée  dans  le 
second  membre.  En  conséquence ,  pour  toute  autre  racine 
a',  numériquement  différente  de  a,  on  aura 


/ 


sin  (xx  sin  Jxdx  =  0^  (30) 

0 


et  l'équation  (29)  donnera  simplement 

A  /    ûofoxdxziz  I    fx.sia  axdx, 

J   0  J   0 

ou  bien,  après  la  première  intégration  effectuée. 


Sir  I    fx. 


sin  axdx 

I       A 

al  —  sin  7I  cos  7/ 
d'où 

Cf.  I    fx.sia  axdx 


I    fx.si 


«*  e=  2z .     ";  "  . — ; -sin  aa?.e'-*"*"',  (34 ) 

ce  qui  détermine  complètement  la  valeur  dé  u. 
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U  faut  remarquer  que^  si  a  est  une  racine  de  Féquation 
(27),  — a  en  est  une  autre  ;  mais  on  ne  doimerait  pas  plus 
de  généralité  à  la  solution  en  tenant  compte  des  racines 
négatives^  puisque  la  somme  de  deux  termes 

A,  sin ax.e^*^*  +  Aisin  (—  ax).e'^^  ' 
équivaut  à 

(A,  —  A«)  sin  ffx.e"^*^^  =  A  sin  aa?.e~*"**S 

le  paramètre  a  ne  devant  plus  recevoir  maintenant  que  des 
valeurs  positives. 

565.  Au  moyen  de  Féquation  (30)  on  prouve,  comme 
nous  l'avons  annoncé,  que  Féquation  (27)  n'admet  point 
de  racines  imaginaires.  Soit  en  effet  «=  fx-j-vl/Cr^  une 
racine  imaginaire  de  Féquation  (27)  :  celle-ci  aura  une 
autre  racine  imaginaire  conjuguée  a' = p  —  v  l/^— -1  ;  et 
l'équation  (30)  deviendra ,  après  les  transformations  ordi- 
naires, 

7  r  [sinVx(e^'  +  e-^*)»  +  cos».  a:(e^'  —  e'^^^]dx  =  0, 

équation  impossible,  puisque  tous  les  éléments  de  Finté- 
grale  qui  en  constitue  le  premier  membre  sont  essentiel- 
lement positifs. 
On  trouve  en  effectuant  Fintégration  : 


/ 


'  .         .     ,  _.        sin(a— a')/     8in(«+a7 
sin  7a;  sin  a'xdx  i=  —  —  — ^ r^ 

0  2(a— a')  2(«  +  a') 

a'  SmalcOsM —  a  SÙla'/  COS  oj 


c?^»'* 


.    (32) 


Comme  «,«'  désignent  des  racines  de  réquation  (27)^  le  nu- 
mérateur de  cette  dernière  fraction  est  nul  t  et  Ton  vérifie 

I 

ainsi  Féquation  (30) ,  déjà  démontrée  par  un  raisonnement 


406  LIVRE   vu.* —  CHAPITRE  IV. 

indépendant  de  la  forme  particulière  de  ia  fonction  soumise 
au  signey! 

Pour  a'  =  a,  le  dernier  membre  de  l'équation  (32)  se 
présente  sous  la  forme  f ,  et  sa  vraie  valeur,  trouvée  par  la 
méthode  ordinaire^  est 

al  —  Sin  7/ COS  ai 


2: 


f 


comme  on  fà  obtenue  en  calculant  directement  l'intégrale 
J^  sin  *(xxdx. 

566.  Faisons  dans  Téquation  (3 1),  ^=0  :  la  fonction u 
devra  se  réduire  à  fx  entre  les  limites  a;  =  0,u==^  et 
Ton  aura,  en  remplaçant  pour  plus  de  netteté  sous  le  signe 
d'intégration  la  variable  x  par  une  variable  auxiliaire  Ç, 

a    l     /'f.siUafdï 

f3g  =  2£.    .       .      ,         ..8inax. 

Ce  sera  une  nouvelle  formule  de  développement  de  la  fonc- 
tion fxy  analogue  à  celles  du  chapitre  XII  du  cinquième 
livre,  et  aussi  rigoureusement  démontrée,  quoique  d'une 
manière  indirecte.  Les  formules  de  cette  espèce  peuvent 
être  indéfiniment  multipliées  comme  les  équations  linéaires 
aux  différences  partielles  auxquelles  elles  correspondent  ; 
mais  elles  ne  peuvent  être  employées  avec  sécurité  qu'après 
qu'on  a  établi  rigoureusement  la  convergence  des  séries 
qu'elles  engendrent. 

567.  S'il  y  avait  trois  variables  indépendantes  x^y^t  dans 
l'équation  aux  dilTérences  partielles ,  linéaires  et  à  coeffi- 
cients constants,  on  pourrait  prendre  pour  intégrale  parti- 
culière 

et  l'on  laurait  entre  a,^^^  une  équation  de  eondilicm 

fMi7)=0,     OU    7^f(«fl3). 
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qui  laisserait  deux  de  ces  paramètres  indéterminés.  En 
conséquence  on  pourrait  prendre  pour  intégrale  générale 

le  double  signe  11  indiquant  qu'il  faut  combiner  successi- 
yement  toutes  les  valeurs  possibles  de  a  avec  toutes  les  va- 
leurs possibles  de  /3.  La  valeur  précédente  de  u  subirait 
des  transformations  analogues  à  celles  qui  ont  été  exposées 
dans  le  courant  de  ce  chapitre,  à  propos  du  développement 
des  fonctions  de  deux  variables.  Mais  en  général  de  tels 
développements ,  quand  le  nombre  des  variables  indépen- 
dantes surpasse  deux ,  sont  inapplicables  à  cause  de  leur 
prolixité.  Il  faut  substituer  alors  à  l'emploi  des  séries  infi- 
nies celui  des  intégrales  définies ,  et  cette  substitutioki  sera 
l'objet  du  chapitre  suivant. 


CHAPITRE  V. 

DE  L^INTËGRATION    DES    ÉQUATIONS    LINÉAIRES  AUX  DIFFÉRENCES 
PARTIELLES,  PAR   LE   MOYEN   DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


568.  Nous  avons  trouvé  [551]  pour  l'intégrale  de  l'équa- 
tion 

du      iPu 

la  série 

cette  série  à  son  tour  est  susceptible  d'être  sommée  ou 
exprimée  sous  forme  finie,  par  une  intégrale  définie. 
En  efiet,  d'après  les  formules  connues  [403] 

(*) 


e     *.  <fa»=  .Vit,  (c) 


réquation  (2)  prend  la  forme 


(WFr w 


+  '  .m"x  4-  etc 

^ra.3-4'^    ^ 


— J7^.  r_^?(«  +  i8<«|/ï)e— V«.  (3) 

On  aurait  aussi 

yiej  —00 
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et  par  conséquent, 

En  mettant  l'expression  sous  cette  forme ,  on  voit  mieux 
qu'elle  s'applique  aux  valeurs  négatives  de  t  comme  aux 
valeurs  positives  :  les  termes  affectés  d'imaginarité,  pour  t 
négatif,  se  détruisant  mutuellement  sous  le  signe/;  et  en 
effet  rien  n'empêche  de  donner  à  t  des  valeurs  négatives 
dans  la  série  (2),  d'où  l'expression  (3)  est  dérivée. 

Celle-ci  se  tire  encore  très  simplement  de  la  formule 
[557] 

car  l'équation  (a)  donne ,  quand  on  y  remplace  w  par 


d'où 


e»" 


r    g^«>H2a«i^irf«,  (4) 


et  par  suite 

y-it  J  —00 

formule  qui  coïncide  avec  (3)  lorsqu'on  remplace,  comme 
cela  est  permis, 

2.&«(*  +  ««^0  par  ff{x  +  <i:^Vt). 
Pour  l'emploi  de  cette  formule,  la  fonction  ç,  quoique  arbi- 
traire y  doit  cependant  être  supposée  telle  que  le  produit 
f^{x  +  ïtùVi)  e"^  s'évanouisse  pour  «==±00  ,  quels  que 
soieut  t  et  x,  afin  que  l'intégrale  conserve  toujours  une 
valeur  finie.  Au  moyen  de  cette  restriction  on  peut  recon- 
naître, par  un  calcul  direct ,  que  l'équation  (3)  satisfait  à 
la  proposée. 
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569.    L'équation  T~7;  =  «  ^  P^^r  intégrale  complète 
[552]  : 

u=:AO  +  — +— 1 h  etc.) 

+  V  +f  *.^ +^-*s^  +7T3***'  "*"  ^*^' 

Désignons  par  «po;,  4^<  les  dérivées  des  fonctions  f  iX,  ^^jt  :  on 
aura 

En  effet,  Tintégration  par  parties,  répétée  i  fois,  donne 

f{x — «y- v^*»  *=  (* — w)'*Vi" + (•  —  ^)  («  —  w)'~*î»f« 

à  la  limite  u  r=  0,  toutes  les  fonctions  <fi  &>  s'évanouissent 
en  vertu  de  la  définition  ;  à  la  limite  û)  =  x,  tous  les  termes 
du  second  membre  qui  ont  a; — w  pour  facteur  s'évanouia- 
sent  aussi,  et  Ton  trouve  pour  ^.x  la  valeur  écrite  plus  haut. 
Le  même  calcul  s'applique  à  la  fonction  ^p^^. 
n  viendra,  en  conséquence  de  cette  transformation, 

xt        xU^         x'^* 
''  =  A(«+-  +  ^-j-^.  +  ^^^^.  +  etc.) 

J«  (0*  (4.8)»    ^(<.«.3)»^       '^ 

Jo  (<)•  (4 -S)*  (4  .«.3)'^        ■•' 

Eh  désignant  toujoute  par  t  ira  nombre  entier  positif^  on 

a  [404] 
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/ 


i   ._2^  j        4.3.5...(2t — 4)  TT 


sin  «rfa= —  .     •  > 

OU 


<.2.3...i)»      r2.3...2»J  0        '  "" 

On  peut  donc  mettre  la  première  partie  de  la  valeur  de  u 
sous  la  forme 

s=  i  p  (e^'i . «n'a  -f. e-*^«»*»'*)da. 

Pour  les  dèui  atitres  piarties  de  la  valeur  de  w,  dont  la 
composition  est  analogue ,  il  sera  plus  simple  de  changer 
les  exponentielleis  en  cosinus ,  et  Ton  aura  définitivement  : 

w 
ir^  0 

+  -/   I   /  '"^cosCâV/rCoi  — ar)sin*a)d«  jy&.rf« 


+'-  j       I     iîOS(2V/a:(w  —  t)sin*a)rfa  ^«rfw. 

Nous  tombons  ici  sur  des  intégrales  définies  doubles,  tan- 
dis que  nous  avions  obtenu  l'intégrale  de  l'équation  (1), 
exprimée  par  une  intégrale  définie  simple. 

570.  Afin  de  donner  un  exemple  de  l'intégration  des 
équations  linéaires  à  coefficients  variables»  prenons  Téqua- 
tion 

du cPu     ku  . 

qui  admet  pour  intégrale  particulière  u  =  ye*^,  pourvu  que 
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y  désigne  une  fonction  de  la  seule  variable  x,  assujettie  à 
vérifier  l'équation  différentielle 

J-^y=-ï.  (6) 

L'intégrale  de  cette  dernière  équation  renfermera  deui 
constantes  arbitraires  A,B  ;  et  Ton  peut  prendre  pour  inté- 
grale complète  de  l'équation  (5),  ii  =  2.  yc**,  la  somme 
s'étendant  à  toutes  les  valeurs  possibles  des  constantes 

A,B,a. 

Pour  la  commodité  du  calcul,  remplaçons  «para*  et  A  par 
m  [m  —  1)  :  l'intégrale  complète  de  l'équation  (6)  sera, 
d'après  la  formule  (17)  du  n*  471 , 

y  =  ka^  pe«'«^»-sin*^Vd«  +  Bar^  -"  rc«'«^sin*-*"«(f«. 

Substituons  cette  valeur  de  y  dans  l'équation  u  =  2.y6*'S 
et  remplaçons-y  ensuite  e»''  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation 
(4),  en  accentuant  les  o)  qui  entrent  dans  cette  dernière 
équation,  pour  éviter  de  les  confondre  avec  ceux  qui 
entrent  dans  l'expression  de  i/  :  il  viendra 

et  si  l'on  pose 

i  i 

-7=:.2.A.e«*  =  fX,     r7=.2.  Be**  =  +x, 

V  n  y  n 

on  aura  plus  simplement 

u=x^  I        I   ff,{x  cos  w  +  2fio Vr>"""*'  sin*"'"*€ud««U> 

+  ^^  "  "  /        /    ^(a?  cos  «  +  2«  V  <>""  ""  sin*  -Kidw'rf*)- 
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D'ailleurs  Poisson  a  démontré  (')  que,  nonobstant  la  pré- 
sence des  deux  signes  de  fonction  y,  «p,  l'intégrale  ne 
dépend  que  de  la  fonction  arbitraire  de  x,  qui  représente 
la  valeur  de  u  pour  ^ = 0. 

571 .  Les  artifices  de  calcul  à  l'aide  desquels  on  vient 
d'exprimer,  par  des  intégrales  définies,  les  intégrales  com- 
plètes de  diverses  équations  aux  différences  partielles ,  ne 
procèdent  point  d'une  méthode  uniforme  :  on  peut  recourir, 
comme  Fourier  l'a  fait  le  premier,  à  d'autres  considéra- 
tions qui  se  rattachent  plus  étroitement  à  la  propriété  fon- 
damentale des  équations  linéaires. 

Prenons  encore  pour  exemple  l'équation 

du dht 

à  laquelle  on  satisfait  par  la  valeur  particulière 

u  s=  Ac"^'  cos  a{x  —  l), 

kyCCyÇ  désignant  des  paramètres  indéterminés.  Au  lieu 
d'attribuer  à  ces  paramètres  des  valeurs  séparées  par  des 
intervalles  finis ,  rien  n'empêche  de  supposer  qu'ils  passent 
sans  discontinuité  par  une  infinité  de  valeurs  ;  et  même 
on  peut  établir  entre  les  paramètres  Â,C  une  dépendance 
arbitraire 

qui,  loin  de  restreindre  la  généralité  de  la  solution,  lui  don- 
nera au  contraire  la  généralité  requise  par  l'introduction 
d'un  signe  de  fonction  arbitraire  dont  on  pourra  disposer 
selon  les  exigences  du  problème.  On  doit  remarquer  l'ana- 
logie de  cet  artifice  avec  celui  dont  Lagrange  et  Monge  se 
sont  servis  pour  tirer  d'une  intégrale  particulière,  mais 

m  

(')  Journal  de  rÉcole  polytechniquey  49*  cahier,  pag.  244 .. 
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pourvue  de  constantes  ar^traires  eu  nombre  iivffisant,  le 
système  d'équations  propre  à  représenter  l'intégrale  géné- 
rale,  en  vertu  des  fonctions  arbitraires  cpi'il  renferme  [525 
et  535]. 

Ainsi  Ton  satisfera  à  la  proposée,  à  cause  de  sa  forme 
linéaire,  en  prenant 

u  =f/e''  **'  cos  a(a?  —  {) .  Tr(|)d;rf«, 

quelles  que  soient  la  fonction  n  et  les  limites  des  intégra- 
tions. Admettons  de  plus  que  la  fonction  u  doive  se  réduire 
à  ffx  pour  ^=0  :  d'après  la  formule  de  Fourier  [435],  il 
suffira  de  prendre 

en  assignant  aux  intégrales,  pour  limites  supérieures  4-®  » 
pour  limites  inférieures  —  oo  ;  et  Ton  aura  en  conséquence 

u=z^r     r   e-^'^cosaCa?— n?îdfd«.  (7) 

Nous  avons  déjà  obtenu  la  valeur  de  «,  exprimée  par  une 
intégrale  définie  simple  :  pour  retrouver  cette  valeur,  il 
n'y  a  qu'à  effectuer,  dans  la  formule  précédente,  Tintégra- 
tion  indiquée  par  rapport  à  a.  On  a  en  effet,  d'après  la  for- 
mule (^)  du  n""  410, 

J   —00  V* 

d'où 

e      4/    f^dï  ; 


et  il  ne  s'agit  plus  que  de  changer  sous  le  signe  la  variable 
auxiliaire  en  posant 

(^  —  î)* 

=  û»*,     ou      ^=sX  +  %i>\/t^ 

pour  retomber  sur  la  formule  (3). 
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Si  l'on  avait,  au  lieu  da  la  proposée,  l'équation 

du j  d*M 

dt~^  57»' 


il  faudrait  évidemment  changer  dans  les  formules  (7)  et  (3), 
i  en  a^ty  ce  qui  donnerait 

1/=--   /         /       e"*'*'' cos«{aî  -  Ç)  fÇrfJda, 

572.  Les  équations  précédentes  expriment  les  lois  de  la 
transmission  de  la  chaleur  dans  une  barre  cylindrique ,  à 
section  droite  infiniment  petite,  indéfiniment  étendue  dans 
le  sens  de  sa  longueur  ;  lorsque  la  déperdition  de  la  chaleur 
par  rayonnement  et  par  contact,  à  la  surface  latérale  de 
la  barre,  est  supposée  nulle  ou  insensible.  La  barre  étant 
considérée  comme  indéfiniment  allongée ,  il  n'y  a  plus  de 
conditions  relatives  aux  valeurs  extrêmes  de  j:  :  ce  qui  dis- 
tingue en  général  les  problèmes  pour  lesquels  on  emploie 
les  intégrales  définies  prises  entre  les  limites  infinies,  de 
ceux  pour  la  résolution  desquels  on  développe  l'intégrale 
en  séries  dont  les  termes  sont  donnés  par  la  suite  des  ra*^ 
cines  d*une  équation  transcendante. 

Soit  maintenant  l'équation  à  quatre  variables  indépen- 
dantes ' 

du j  /d*u      dht      dht\ 

dF~^  \d?'^dy''^d?J' 

qui  se  rapporte  à  la  propagation  de  la  chaleur  dans  un  so- 
lide homogène ,  illimité  en  tous  sens,  la  fonction  u  devant 
se  réduire  à  9  (a;,  t/,z]  pour  1  =  0  :  si  nous  posons ,  dans  la 
vu^  de  simplifier  l'écriture , 
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la  fonnule  de  Fourier,  étendue  aux  fonctions  de  .trois  va- 
riables, donnera 

00 


JXJ  y»  •••*•» 


"      00 

Par  une  analyse  telle  que  celle  qui  vient  d'être  employée, 
rintégrale  sextuple  se  réduit  à  une  intégrale  triple,  et 
Ton  a 


1  '"OO 

7f«    ■  00 

Les  barres  placées  au-dessus  et  aunlessous  des  signes  d'in- 
tégration, indiquent  que  toutes  les  intégrales  sont  prises 
entre  les  mêmes  limites. 
573.  Passons  à  l'équation 

d^u        d*u 

à  lacpielle  on  satisfait  par  les  valeurs  particulières 
Acosaû/cosa(a?  — Ç),    B  slu  «(rf  cos  «(a?  —  §)  ; 

et  admettons  que,  pour  ^  =  0,  les  fonctions  u, ,—  doivent  se 
réduire  respectivement  à 

du  dFx 

u  =  fx,       (9)        -  =  £r  =  a^.  (40) 

dt  dx 

On  satisfera  à  l'équation  (8)  et  à  la  condition  (9),  en  pre- 
nant 

«*  =  r-  I         I        cos  «flrf  cos  a(x  —  ?)fidid2  ; 

mais  cette  valeur  de  u  donne  -^  =  0,  pour  f =0,  et  consé- 

quemment  ne  satisfait  pas  à  la  condition  (10).  Au  contraire 
la  valeur 
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4     r*     r*    sinaûf 

U=  I  I COS  o:{x  —  î)fï(/:rfa, 

d'où  Ton  tire 

du     \  (^    r" 

^-  =  --  I       .1        COS  «o^  COS  î?(aî  —  \)Udldotj 

dt        %rtj  — 00 J  ^00 

satisfait  à  l'équation  (8)  et  à  la  condition  (10),  mais  non  pas 
à  la  condition  (9),  puisqu'elle  donne  «  =  0  pour  i  =  0. 
Donc  l'on  satisfera  à  la  fois  à  la  proposée  et  aux  conditions 
(9),  (10),  en  prenant 

uz=:—  i        1        COS aat COS  9{x — i)ftdid% 
+  r—  I         I       COS  a(a?  —  i)trd^d7:. 

TùnaJ   — ooj  —00       a 

On  sait  que  l'équation  (8),  qui  est  celle  des  cordes  vi- 
brantes et  des  ondes  sonores  dans  un  tuyau  cylindrique,  a 
une  intégrale  sous  forme  finie,  dont  l'intégrale  précédente 
doit  être  une  transformation.  En  effet ,  la  première  partie 
de  la  valeur  u  peut  être  mise  sous  la  forme 


kjzj    — OOJ    —00 


[cos  ^{x  +  at  —  ç)  +  COS  a(jî  —  0^  —  5)]A^5^«f 


et  par  le  théorème  de  Fourier  elle  se  réduit  à 

La  seconde  partie  de  la  valeur  de  u  devient,  par  une 
transformation  semblable, 

inÛ  J    -00  J    -00  L  «  «  J 

L'intégrale 

r*    fsin  vlx  +  at  —  î)      sin  o{x—  at  — 1)1 

J^[ — i z — r 

se  réduit  [413]  à  tt  ou  à  — tc,  suivant  qu'on  a 

T.  II.  27 
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et  par  suite  ^  0,  ou  au  contraire 

ce  qui  suppose  t  <  0.  Elle  s'évanouit  pour  les  valeurs  de  Ç  qui 
toinbent  hors  des  limites  $==:  a;  —  at,  Ç  =  x+(Uj  et  qui 
donnent  le  même  signe  aux  facteursx  +  a/  —  Ç,x — ai—^. 
Donc  l'intégrale  (11)  a  pour  valeur 


/^+«< 
V  »-«< 


■^■''fjce  =i  [F(x  +  crf)  -  F(x— a/)l. 


En  réunissant  les  deux  parties  de  la  valeur  de  u,  on  re- 
tombe sur  l'intégrale  (12)  du  n"*  556. 
On  trouve  sans  difficulté,  pour  l'équation 

qui  renferme  les  lois  de  la  propagation  des  ondes  dans  un 
milieu  dont  l'élasticité  est  la  même  en  tous  sens^  ou  dans 
\m  milieu  non  cristallisé,  une  intégrale  de  forme  analogue 
à  celle  de  l'équation  (8).  Soient  f{Xjy,z\  f  (x,î^,z)  les  fonc- 

tiens  auxquelles  doivent  se  réduire  «  c*  j*  P^^  i  =  0^  et 
posons 


sinO/ 
m^yK)  cos  ©r  +  f(f,,,ç)  —^ =e: 


l'intégrale  sera 


Mais  cette  intégrale  sextuple,  dans  laquelle  il  serait  dif- 
ficile de  lire  Texpression  des  lois  du  phénomène ,  se  trans- 
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forme ,  comme  Poisson  Ta  fait  voir  (') ,  en  une  intégrale 
double 

•*  =  7-  1      /     ^(«  +  aicdse,y  +  at  sin 6  sin o,j)f  +  at  sinOcosco)! sinOdOd» 

En  général,  la  dîfQculté  consiste  à  abaisser,  autant  qpie  la 
nature  du  problème  le  comporte,  l'ordre  de  l'intégrale 
multiple  à  laquelle  conduit  immédiatement  l'application 
du  théorème  de  Fourier  ;  et  cette  réduction  ne  parait  point 
encore  soumise  à  des  règles  générales. 

574.  Considérons  en  dernier  lieu  l'équation 

cPu        d*u 

qui  se  rapporte  à  la  propagation  des  vibrations  transver- 
sales d'une  verge  élastique,  dont  nous  supposerons  la  lon- 
gueur indéfinie  de  part  et  d'autre  du  centre  de  l'ébranle- 
ment primitif.   On  admet  toujours  que  Ton  doit  avoir 

du 
u:=fxet  ^  =  fie  pour  ^  =  0. 

La  proposée  est  satisfaite  par  la  valeur  particulière 

ti=:Acos^a^cos  a(x — ç)  : 

donc,  un  calcul  entièrement  semUable  à  ceux  qui  pré- 
cèdent donnera  pour  l'intégrale  complète  : 


f-S- 


La  première  partie  de  la  valeur  de  u  se  ramène  à  ime  inté- 


(')  Nouveaux  mémoires  de  P Académie  des  sciences^  tom.  III. 
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grale  définie  simple  ;  car,  d'après  la  première  équation  (i) 
dunMll,  on  a 


—00 


COS  ii*at  cos  a(x  —  ()dx 


et  si  Ton  pose  en  conséquence 

{  z=  X  +  î'^iV  S,  (12) 

la  première  partie  de  la  valeur  de  u  prendra  la  forme 

--r=r  I       (sin  «■  +  cos  à>*)f(x  +  i«  {/âi)dfo. 
VtnJ  — «0 

Donc,  si  la  fonction  for  est  nulle,  ou  si  les  molécules  de 
la  verge  élastique  ont  été  écartées  à  l'origine  de  leurs  posi- 
tions d'équilibre,  sans  recevoir  de  vitesses  initiales  dans  les 
plans  perpendiculaires  à  Taxe  de  la  verge,  on  aura  sim- 
plement 


V/W    -00 


(sin  «a*  -f-  cos  w*)/'(a;  +  îw  V^at)du, 

formule  remarquable  par  son  analogie  avec  Téquation  (3). 
Pour  les  plaques  vibrantes,  de  même  élasticité  en  tous 
jens,  l'équation  des  vibrations  normales  est 

^  .    .^à*u  .  ^    d*u       d*u\ 
dt^^     \da!'^    da^dy'^dy^J 

Admettons  qu'à  l'origine  du  temps  la  fonction  u  se  réduise 
à  f[Xjy)  et  que  la  fonction  'j.  soit  nulle  :  on  exprimera  la 
valeur  de  u  par  l'intégrale  quadruple 


u  =  r^Jfjj^  (^*  +  P*)«*  CW  a(«  —  \)  cos  p(î/  -  ii)Ae,ii)dWrj<loui?. 


-00 


L'intégrale  double 


INTÉGRATION   PAR   LES   INTÉGRALES   DÉFINIES.  421 

/Tcos  (a*  +  ^*)at  cos  a(x  —  {)  cos  p{y  —  yi)dad? 


<D 


=  //[cos  a«a<  cos  p%l  —  sia  a«a«  sin  p«aO  cosafz  —  0  ces  pCy  —  ï|)darfp  (13 


peut  être  obtenue  ;  car,  si  Ton  effectue  d^abord  Tintégra- 
tion  relative  à  a,  en  employant  les  formules  (j)  du  n*  411, 
on  trouve 

I        [cos  a*at  cos  ^*at  —  sin  ot^at  sin  |3»al]  cos  «(x  —  Ç)da  • 

=  J/ ^Jcos  iS«û/  sin  ^^  +  û»»^  —  sin  ^*at  sinQ  —  ««^1 , 

u  ayant  la  valeur  donnée  par  l'équation  (12).  Ainsi  l'inté- 
grale (1 3)  devient 

l/— .  sin(j  +  «*j  I        cos /5*a/ cos iS(y  —  u)rf j3 

—  1/ — .  sin  f  j+  «•  j  I        sin  /3«a/  cos  %  —  ïî)rf/3. 

Mais,  dans  cette  dernière  expression,  les  intégrations 
relatives  à  &  s'effectuent  de  la  même  manière ,  et  si  l'on 
pose 

il  vient  pour  la  valeur  de  l'intégrale  (1 3) 

TT 

at  ^      ^ 

Donc  la  valeur  de  u  prend  cette  forme  aussi  simple  qu'élé* 
gante, 

w=:-|         /        sm(«*4-w'«)./'(ar+î«l/5,    y+i^Vât)dtitUà\ 


CHAPITRE  VI. 


DE  LA   CONSTRUCTION   DES  ÉQUATIONS  AUX   DIFFÉRENCES 

PARTIELLES. 


575.  Considérons  d'abord  Téquation  aux  différences  par- 
tielles du  premier  ordre  et  à  trois  variables 

et  soit  tpx  la  valeur  de  z  en  fonction  de  x  quand  la  variable 
y  est  nulle  :  on  aura,  pour  y  ^  0^ 

q  =  f{XyQ,^x,fx)    ou    —  =  *x. 

dy 

Par  conséquent,  si  la  fonction  <Px  reste  finie  pour  toutes  les 
valeurs  de  x,  et  si  Ay  désigne  une  quantité  très  petite  du 
premier  ordre,  on  aura,  aux  quantités  près  du  second  ordre, 
àz=z9x.ày  ;  de  sorte  que,  à  ce  degré  d'approximation, 

z^fX  +  to.Ây  c=:  f^x 

est  l'expression^  en  fonction  de  x,  de  la  valeur  de  z  qui  ré- 
pond à]y=:Ay.  On  déterminerait  de  mé^ie  TexpressioD 
xisizçp^qjûi  répond  à'y=2Ài/,  et  ainsi  indéfiniment. 

Concevons  que  x^y^z  désignent  les  trois  coordonnées 
rectangulaires  d'une  surface  : 

«s=yar  (4) 

sera  l'équation  de  la  ligne  d'intersection  de  la  surface  avec 
le  plan  xz.  Le  plan  tangent  à  la  surface  suivaat  cette  ligne 
aura  pour  trace  en  xz  la  tangente  à  la  courbe  (i).  En  vertu 
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de  cette  condition  et  de  l'équation  (a),  la  direction  du  plan 
tangent  se  trouve  complètement  déterminée  pour  chaque 
valeur  de  x  ;  en  sorte  qu^on  peut  tracer  dans  Tespace  la 
surface  cylindrique  qui  enveloppe,  suivant  la  courbe  arbi- 
traire (6),  la  surface  qu'il  s'agit  de  construire  au  moyen  de 
l'équation  (a).  Si  l'on  coupe  la  surface  enveloppe  par  un 
plan  parallèle  à  celui  des  xzy  et  dont  la  distance  à  ce  plan 
est  une  quantité  très  petite  du  premier  ordre ,  Tordonnée 
de  la  section  de  l'enveloppe  ne  diffère  que  par  une  quantité 
très  petite  du  second  ordre,  de  l'ordonnée  de  la  trace  de 
renveloppée  sur  le  même  plan  :  la  section  de  Tenveloppe 
peut  donc  être  prise  pour  la  ligne  de  contact  de  la  surface 
avec  xme  seconde  enveloppe  que  Ton  construira  comme  la 
première,  et  ainsi  de  suite. 

Au  lieu  d'assigner  arbitrairement  l'équation  de  la  courbe 
d'intersection  de  la  smface  et  du  plan  xzj  on  aurait  pu 
donner  celle  de  la  section  de  la  surface  par  tout  autre  plan 
parallèle. 

n  résulte  de  là  que,  si  l'on  peut  assigner  une  expression 
de  z  en  x^y^  qui  satisfasse  à  l'équation  (a),  cette  expression^ 
pour  avoir  le  même  degré  de  généralité  que  l'équation  aux 
différences  partielles  à  laquelle  elle  satisfait,  doit  contenir 
une  fonction  arbitraire  dont  on  puisse  disposer  pour  faire 
passer  la  surface  par  une  courbe  donnée. 

576.  On  arrive  au  même  résultat  quand  on  substitue  à 
la  construction  d'une  surface  dans  l'espace,  la  construction 
sur  un  plan  horizontal  de  la  série  de  ses  lignes  de  niveau 
[126].  Supposons  qu'en  outre  de  Téquation  (a),  on  donne 
la  trace  de  la  surface  sur  le  plan  horizontal  des  ocy^  ou  l'é- 
quation de  cette  trace 

y^fx:  (i8) 

on  aura,  pour  tous  les  points  de  la  surface  qui  apparuen- 
nent  à  la  courbe  {&),P'hq(f'x=:0.  Cette  équation,  jointe 
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à  la  proposée  (a),  donne  en  fonction  de  x^y  les  valeurs  de 
p,q  et  celle  de  p*  +  g*  pour  chaque  point  de  la  surface  apH 
partenant  à  la  ligne  de  niveau  (â).  Menant  des  normales  à 
chaque  point  de  cette  courbe,  et  prenant  sur  chaque  nor- 
male une  longueur  égale  à  la  quantité  très  petite  du  pre- 

mier  ordre      -  ^-^-  ^ ,  on  tracera  sur  le  plan  xy  (aux  quan- 

tités  près  du  second  ordre)  la  projection  d'une  seconde  ligne 
de  niveau,  pour  laquelle  l'ordonnée  z  aura  la  valeur  Az. 
En  suivant  le  même  procédé^  on  se  servira  de  cette  courbe 
pour  tracer  la  projection  d'une  troisième  ligne  de  niveau, 
dont  Fordonnée  z  aura  la  valeur  2Az,  et  ainsi  de  suite. 

577.  Ces  considérations  s'étendent  aux  équations  aux 
différences  partielles  du  premier  ordre  ,  entre  un  nombre 
quelconque  lie  variables.  Soit  l'équation 

du  du  du\  du       .  du  dus 

avec  laquelle  il  faut  construire  la  fonction  u  des  trois  va- 
riables indépendantes  a;,t/,z.  A  cet  effet,  il  est  nécessaire 
qu'on  assigne  la  fonction  u  =  9(x,t/)  pour  une  valeur  par- 
ticulière de  2,  telle  que  z  =  0.  On  aura  ensuite,  pour 
z  =  ^^  quantité  très  petite  du  premier  ordre, 

-  =  /-[x-,y,0,,{x,y),-,-J=*(x,y), 
d'où,  aux  quantités  près  du  second  ordre,  Au=^{x^y)Azy 

On  déterminerait  de  même  la  valeur  u  =  ^i{x^y)y  qui  cor- 
respond à  z  =  2Az,  et  ainsi  indéfiniment. 

Donc,  si  l'on  peut  assigner  une  expression  de  u  en  a;,y,z, 
qui  satisfasse  à  l'équation  (c),  cette  expression,  pour  avoir 
le  même  degré  de  généralité  que  l'équation  aux  différences 


/  du 
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partielles  à  laquelle  elle  satisfait,  doit  contenir  une  fonction 
arbitraire  de  deux  quantités  variables  ,  dont  on  puisse  dis- 
poser pour  que  la  fonction  u  se  réduise  à  une  fonction  don- 
née de  deux  des  variables  x,y^z,  lorsqu'on  assigne  à  la 
troisième  variable  une  certaine  valeur  particulière. 

La  même  chose  se  voit  par  la  considération  des  surfaces 
de  niveau  [129].  Concevons,  en  effet,  qu'on  ait  tracé  dans 
l'espace  une  première  surface  de  niveau 

pour  laquelle  la  fonction  zi  ait  une  certaine  valeur  particu- 
lière, telle  que  zéro  :  on  aura,  pour  les  points  (ic,y,2)  qui 
appartiennent  à  cette  surface, 

i  du      du      i  du  ^ 

p'dx      dz      q  dy 

p,g  désignant  les  valeurs  de  ^,  j-,  qui  se  tirent  de  l'équa- 
tion (r).  Les  équations  (c)  et  (7')détermineront  donc,  pour 
les  points  en  question,  les  valeurs  des  trois  dérivées  par- 

Au  du  du 
tielles  ^  ^,  ^,  et,  par  suite,  celle  du  radical 


■'=l/(â"+©'+(r:)' 

Si  maintenant  on  élève  en  chaque  point  de  la  surface  (r) 
une  normale  à  cette  surface,  et  qu*on  prenne  sur  chaque 
normale  une  longueur  égale  à  la  quantité  très  petite  du 

premier  ordre  -g-,  on  tracera  dans  l'espace  (aux  quantités 

près  du  second  ordre)  une  seconde  surface  de  niveau,  pour 
laquelle  la  fonction  u  aura  la  valeur  Au  [129,  151  e^  238]. 
Par  la  continuation  du  même  procédé,  on  construira  la 
fonction  u,  en  construisant  la  série  de  ses  surfaces  de 
niveau. 
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578.  Une  équation  aux  différences  partielles  du  second 
ordre,  entre  la  fonction  z  et  les  variables  indépendantes 
a;,y,  est,  dans  le  cas  le  plus  général,  de  la  forme 

F(a:,y,z,p,5',r,«,0  =  0. 
Admettons  d'abord  qu'elle  se  réduise  à 

F(a:,y,z;p,ç,r)=0:  (rf) 

si  on  la  met  sous  la  forme 

on  s'en  servira  pour  construise  comme  précédemment 
[575]  la  fonction  z,  après  avoir  assigné  arbitrairement  la 
valeur  z  =  9X,  pouri/=0. 

Mais  si  Ton  résout  la  même  équation  {d)  par  rapport  à 
r,  et  qu'elle  devienne 

on  construira  de  proche  en  proche  les  valeurs  de  z  pour 
x=:AXy  X  =  ïùkXj  X  =  3 Ax,  etc.,  en  se  donnant  arbitrai- 
trairement  les  fonctions  de  y  qui  expriment  les  valeurs  de 

zet  de/)  =  ^pour  aj=0.  Car,  soient  ^  etity  ces  deux 
fonctions  arbitraires,  on  aura ,  pour  a; = 0, 

dp 
^ = ^ = f  (0,y,*y,iry,*'y)  ^  ♦y, 

d'où,  aux  quantités  près  du  second  ordre, 

àp=zi^.ùx,    p  +  Ap  =3ity  +  ♦y.Ax  =  ir,y. 

D'ailleurs,  les  fonctions  z  et  ç,  qui  ont  pour  valeurs  ^  et 
^,  quand  x  est  nul,  deviennent^  pour  x  =  àx,  toujours 
au  même  degré  d'approximation, 

a  +  A2  =:tf»y +pAx= ^y  +  iry  .AXïis +,y, 

7+Aî  =  *',y. 
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Bfedntenanty  pour  x  =  ià^x,  la  valeur  de  z  est 

et»  en  continuant  de  proche  en  proche  le  même  calcul,  on 
déterminerait  la  série  des  valeurs  de  z. 

On  voit  donc  que  Téquation  en  oo^y^z  qui  satisfait  avec 
toute  la  généralité  possible  à  Féquation  (d),  peut  contenir 
ime  ou  deux  fonctions  arbitraires,  selon  que  ces  fonctions 
arbitraires  doivent  être  déterminées  par  des  conditions  re- 
latives aux  valeurs  initiales  de  ^,  ou  par  des  conditions  rela- 
tives aux  valeurs  initiales  de  y.  Ce  fait  d'analyse,  qui  a  pres- 
que semblé  paradoxal,  la  première  fois  qu'on  en  a  fait  la  re- 
marque sur  l'équation  r=q  [551] ,  s'explique  donc  très 
simplement  par  la  nature  des  équations  aux  différences 
partielles. 

579.  Admettons  présentement  que  la  dérivée  s  entre 
dans  l'équation  proposée  qui  aura  la  forme 

S'il  s'agit  de  construire  la  fonction,  au  moyen  de  sa  va* 
leur  initiale  z = 9^;,  pourt/=:0,  la  substitution  de  cette 
valeur  initiale  donnera 

équation  difTérentîelle  du  premier  ordre,  d'où  l'on  peut 
tirer,  par  l'intégration,  la  valeur  initiale  de  q  en  fonction 
de  x.  L'expression  de  cette  valeur  initiale  dépend  de  la 
fonction  arbitraire  <px,  et  contient,  en  outre,  ime  constante 
arbitraire  introduite  par  l'intégration  ;  ce  qui  revient  à 
dire  que,  pour  la  construction  de  la  fonction  z,  il  faut  se 
donner,  outre  la  fonction  (fx,  la  valeur  numérique  de  q  re- 
lative à  If  =  0  et  à  x=0,  ou  à  toute  autre  valeur  particu- 
lière dex.  Soit  g  =  *  (a;,C)  la  valeur  de  9  en  fonction  de 
X  et  de  la  constante  arbitraire  C,  obtenue  par  l'intégration 
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de  réquation  (e)  :  on  aura,  poupy  =  Ay,  aux  quantités 
près  du  second  ordre,  • 

2  =  ^x  +  *(x,C) .  ^y  t=  y,x. 

Pour  la  même  valeur  de  y,  on  aura  g  =  *i  («,C,),  C,  dési- 
gnant une  nouvelle  constante  arbitraire,  amenée  par  l'inté- 
gration de  l'équation 


F(:r,  Ay,/.ar,î.^/x,^)t=  0  ; 


et  ainsi  de  suite.  La  série  des  constantes  arbitraires  C, 
Cj,  etc.,  peut  être  regardée  comme  une  fonction  arbitraire  de 
t/,  qui  doit  être  donnée,  ainsi  que  la  fonction  fx,  afin  qu'on 
puisse  construire  la  fonction  z,  assujettie  à  vérifier  l'éqpia* 
tion  (e). 

Si  Ton  donnait,  poiu*  x  =  0,  les  valeurs  initiales  z  =v(/y, 
jp=  TTj/,  on  aurait  en  même  temps 

dp 

»•  =  ^ = f{^,yyi'y,^yyyyy)y 

et  l'on  rentrerait  dans  le  cas  traité  au  n*"  précédent. 

Enfin,  si  la  dérivée  t  entre  dans  l'équation  proposée 
aussi  bien  que  r,  la  symétrie  se  trouvera  rétablie,  et  le 
mode  de  construction  sera  le  même^  soit  qu'on  résolve 
l'équation  par  rapport  à  r  ou  par  rapport  à  t. 

Cette  discussion  s'étendrait  aisément  aux  équations  des 
ordres  supérieurs,  où  le  nombre  des  variables  indépen- 
dantes serait  quelconque. 

580.  Il  convient  de  remarquer  que,  si  le  temps  est  l'une 
des  variables  indépendantes,  c'est  par  rapport  aux  valeurs 
initiales  de  cette  variable  que  doivent  toujours  être  censées 
données  les  fonctions  arbitraires  exigées  pour  la  construcr- 
tion  de  l'équation  aux  différences  partielles.  Par  exemple, 
pour  la  construction  de  l'équation 
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du j  d^u 


--  =  «*—•  (1) 


OÙ  u  désigne  la  température  au  bout  du  temps  t^  de  la 
tranche  d'une  barre  cylindrique  qui  correspond  à  l'abscisse 
X  [562],  il  faut  admettre  qu'on  donne  la  fonction  m=  <fx 
qui  exprime  la  loi  des  températures  de  la  barre ,  quand  t 
a  une  valeur  déterminée,  telle  que  zéro.  Abstraction  faite 
de  la  signification  des  lettres  M,ic,^,  on  pourrait  sans  doute 

construire  la  même  équation  en  assignant  les  valeurs  ^t  et 

du 
5r^  de  tt  et  de  ^  pour  une  valeur  déterminée  de  a?,  telle 

que  x=:0  :  mais  il  répugne  que  •  l'on  ait  pour  données  du 
problème  les  fonctions  ^t  et  tt^  ;  et,  au  contraire,  la  série 
des  valeurs  de  u  est  essentiellement  déterminée  en  vertu 
de  l'équation  (1),  jointe  à  la  condition  initiale  u=z(fx. 
Ceci  est  une  conséquence  de  l'attribut  de  la  variable  t  sur 
lequel  nous  avons  maintes  fois  insisté ,  celui  d'être  indé- 
pendante par  essence,  et  non  en  vertu  d'une  convention 
arbitraire. 

Les  procédés  exposés  ci-dessus  seraient  sans  doute  pres- 
que inapplicables  dans  la  pratique  :  mais  cet  exposé  a 
pour  but  de  faire  comprendre  ce  que  représente  en  soi  une 
équation  aux  différences  partielles,  qu'elle  comporte  ou 
non  une  intégrale  analytique. 

581.  Tous  ces  procédés  de  construction  arithmétique 
exigent  que  les  dérivées  conservent  des  valeurs  finies.  Soit, 
par  exemple,  l'équation 

P(y  —  yo)  —  îar  =  0,  (2) 

qui  appartient  [254]  aux  surfaces  de  révolution  autour  d'un 
axe  perpendiculaire  au  plan  xy^  et  qui  coupe  l'axe  des  y 
en  un  point  dont  la  distance  à  l'origine  est  désignée  par  y^  : 
on  mettra  cette  équation  sous  la  forme 


' 
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._p(y— yo), 
^     — :;: — » 

X 

et,  en  supposant  qu'on  donne  la  valenr 

z=ffx,  (3) 

pour  y  =  0,  on  pourra  appliquer  le  procédé  de  construc- 
tion du  n""  575,  mais  pourvu  qu'entre  les  limites  de  la  con- 
struction X  ne  s'évanouisse  pas,  ce  qui  rendrait  infinie  la 
valeur  de  q.  Effectivement  nous  avons  remarqué  [256]  que 
la  courbe  méridienne  d'une  surface  de  révolution  autour 
d'un  axe  donné,  n'est  pas ,  en  général ,  déterminée  dans 
toute  l'étendue  de  son  cours,  parce  qu'on  donne  la  courbe 
d'intersection  de  la  surface  avec  un  plan  tel  que  le  plan  xl  ; 
et  que,  par  conséquent,  la  surface  même  ne  l'est  pas  dans 
toute  son  étendue.  D'après  la  direction  que  nous  attribuons 
ici  à  l'axe  de  révolution,  si  l'on  mène  des  plans  parallèles 
au  plan  rry,  par  les  points  où  la  courbe  (3)  coupe  l'axe  des 
z,  la  portion  de  la  surface  de  révolution  comprise  entre  ces 
plans  est  la  seule  que  détermine  le  système  des  équations 
(2)  et  (3).  A  la  rigueur,  la  construction  du  n*  575  ne  donne 
même  pas  toute  cette  portion  de  surface,  mais  celle  qui  est 
comprise  entre  d'autres  plans  parallèles  au  plan  xy^  et  aussi 
rapprochés  qu'on  le  veut  de  ceux  qui  ont  été  menés  par  les 
points  où  la  courbe  (3)  coupe  l'axe  des  z.  La  solution  de 
continuité,  correspondant  àx=:0,  est  là  pour  empêcher 
que  la  construction  ne  puisse  s'étendre  à  des  portions  de  sur- 
face qu'en  effet  les  données  de  la  construction,  à  savoir  les 
équations  (2)  et  (3) ,  ne  doivent  pas  déterminer. 


LIVRE    HUITIEME. 


DIFFERENCES  FLMES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

« 

CALCUL  DES  DIFFÉRENCES  FINIES  ET  DES  INTÉGRALES  AUX  DIF- 
FÉRJÔ^CES  FINIES,  POUR  LES  FONCTIONS  EXPLICITES  d'uNE 
SEULE  VARUBLE. 

582.  Nous  avons,  dès  le  commencement  de  ce  Traité 
[livre  1,  ch.  rV],  considéré  les  différences  finies  entre  les 
valeurs  que  prend  successivement  une  quantité  variable, 
et  nous  les  avons  désignées  par  la  caractéristique  A  placée 
devant  la  variable  ;  nous  avons  opéré  sur  la  série  de  ces 
différences  comme,  sur  la  série  primitive,  en  prenant  les 
différences  des  termes  consécutifs»  de  manière  à  former  des 
différences  du  second  ordre  désignées  par  la  caractéristique 
A^  et  ainsi  de  suite.  Mais  nous  n'avions  alors  pour  but  que 
d'arriver  à  la  théorie  des  différences  infinitésimales  des 
divers  ordres,  et  de  poser  les  principes  du  calcul  différentiel, 
auquel  se  rattache  tout  ce  que  Ton  connaît  jusqu'ici  déplus 
important  dans  la  théorie  des  fonctions.  Cependant  il  existe 
entre  les  différences  finies  des  divers  ordres  et  les  variables 
dont  elles  dérivent,  des  relations  qui  méritent  aussi  d'être 
développées,  et  dont  le  développement  donne  naissance  à 
une  autre  branche  de  la  théorie  des  fonctions  que  Ton 
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nomme  le  Calcul  des  différences  finies.  C'est  le  sujet  dont 
l'exposé  sommaire  terminera  le  présent  ouvrage. 
Désignons  par 

yo^VoVi^Hzy y-  (y-) 

une  série  de  valeurs  de  la  cpiantité  y,  au  nombre  de  n  -]- 1  : 
on  aura  [43] 

Cette  formule,  où  la  valeur  y^  se  trouve  exprimée  au  moyen 
de  la  valeur  initiale  y^  et  de  ses  différences,  jusqu'à  celle 
de  l'ordre  n  inclusivement,  peut  s'écrire  symboliquement 

ainsi  qu'on  Ta  expliqué  dans  le  tf  cité. 

Réciproquement,  la  différence  A"  y^  peut  s'exprimer  au 
moyen  des  termes  de  la  série  (t/.)  :  ainsi  l'on  trouve  par  des 
substitutions  successives 

Ayo=yi— y«»^*yp=yi— 2yt+yo^A'yo=y3— 3y,+3y,— yo,etc. 

Toutes  ces  équations  rentrent  dans  la  formule 

♦   n  ,   n{n—^)  n(n'-'i){n-^) 

A-yo  =y.  -  jy^.  +  -j:^  y.- jxF"  *^ 

+ ±tfo.  (ft) 

à  laquelle  s'applique  sans  difficulté  le  tour  ordinaire  de  dé- 
monstration de  proche  en  proche.  Admettons  en  effet  que 
la  formule  {b)  subsiste  pour  l'indice  n  :  on  aura 

A-+ty^  =  A-y.  -  A-yo  =  y.+i  -  j  y.  +  -^^  ï-i 
w(n— 4X«— î)  «  n(«— <) 

TXT- y-^+'-'-y  +ÎÎ'-' — r¥"*-+ 

=y-^.-~y-+4f^y--.-^    ,^^^3     y^«  +  etc.; 
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en  sorte  que  la  formule  subsistera  encore  pour  l'indice 
n  +  1 .  D'ailleurs  elle  peut  s'écrire  symboliquement 

pourvu  que  l'on  convienne  de  changer  après  le  développe- 
ment les  exposants  de  y  en  indices^  et  d^écrire  t/o  au  lieu  de 
l'unité  dans  le  dernier  terme  du  développement. 

583.  Considérons  y  comme  une  fonction  d'une  autre  va- 
riable X,  de  manière  que  le  passage  de  la  variable  x  par 

les  valeurs  successives 

* 

entraîne  le  passage  de  la  fonction  y  par  les  valeurs  corres- 
pondantes 

yo>yi»ys?»« y-:  (y«) 

le  calcul  des  différences  de  la  fonction  y=zfx,dL  pour  objet 
d'exprimer  ces  différences  en  fonction  des  différences  de  la 
variable  Xy  d^'après  la  forme  assignée  à  la  fonction  f. 

La  supposition  la  plus  simple  qu'on  puisse  faire,  consiste 
à  admettre  que  la  variable  x  croit  par  intervalles  égaux^ 
en  sorte  que  les  séries  (a;,)  et  (t/,)  deviennent 

^o>^o  +  ^^»^o  +  *^^>^o  +  3AJ?, a?o  +  wAa;; 

f^offiP^o  +  Aar),A^o  +  iàx),f(x^  +  3àx)j f(x^  +  nàx). 

Dans  cette  hypothèse  ,  rien  n'empêche  de  prendre 
A:ç  =  1  ;  car  si  l'on  avait  Arc =fe,  h  étant  une  constante 
différente  de  l'unité,  il  suffirait  de  poser  a;  =  Xo  +  iA,  pour 
que  y  devînt  fonction  d'une  nouvelle  variable  iy  qui  croît 
par  intervalles  égaux  à  l'unité. 

Si  la  variable  x  ne  croissait  pas  par  intervalles  égaux,  le 
calcul  des  différences  de  la  fonction  y  ne  deviendrait  un 
problème  déterminé  qu'autant  qu'on  exprimerait  la  loi 
suivant  laquelle  se  succèdent  les  valeurs  de  la  quantité  x. 
n  faudrait  donc  que  chaque  terme  a?,  de  la  série  {x,)  prît 
T.  II.  88 
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une  valeur  détenninée  par  cela  seul  qu'on  assignerait  la 
valeur  numérique  de  l'indice  i,  ou  qu'on  eût  x^  =  fi.  Hais 
alors  y  deviendrait  aussi  une  fonction  de  i,  dont  on  pour- 
rait prendre  les  différences ,  en  admettant  que  la  yariahle 
dont  elle  dépend  passe  par  la  série  des  nombres  naturels , 
et  en  conséquence  croit  par  différences  constantes,  égales  à 
Funité. 

Cette  variable  i,  qui  désigne  l'indice  ou  le  numéro 
d'ordre  d'un  terme,  dans  la  série  à  laquelle  il  appartient, 
est  donc  la  variable  essentiellement  indépendante,  dont  on 
peut  concevoir  que  toutes  les  autres  variables  dépendent, 
et  qui  remplit  ici  (en  vertu  d'une  analogie  philosophique- 
ment très  remarquable)  le  rôle  que  remplit  la  variable  ( 
désignant  le  temps,  dans  la  théorie  des  fluxions. 

En  général,  une  série  de  termes  qui  varient  d'après  une 
loi  déterminée,  est  susceptible  de  se  prolonger  indéfini- 
ment dans  deux  sens,  en  avant  et  en  arrière  d'un  terme 
pris  arbitrairement  pour  origine  ou  pour  point  de  départ. 
On  devra  donc,  en  général ,  concevoir  que  la  variable  i 
passe  par  la  série  des  nombres  entiers,  tant  positifs  que 
négatifs,  sauf  à  rejeter  une  portion  de  la  série  dans  les  ap- 
plications à  des  questions  particulières. 

584.  La  variable  t,  désignant  un  indice  ou  im  numéro 
d'ordre,  est  essentiellement  discontinue  ;  mais  les  variables 
x^y  peuvent  représenter  des  grandeurs  continues  ;  et,  bien 
que  le  calcul  des  différences  ne  porte  que  sur  des  séries  de 
valeurs  séparées  par  des  intervalles  finis,  les  résultats  du 
calcul  doivent  s'interpréter  différemment,  suivant  qu'ils 
s'appliquent  à  des  grandeurs  essentiellement  continues  ou 
discontinues. 

Considérons  en  effet  les  deux  séries 

— y-3,!/-i,y-i,yo}yi,yt,y5,  — y.,  —  W 

Ay-i,Ay«,,Ay_„Ay,,Ayi,Ay,,iy, Ay„ (7) 
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et  pour  simplifier,  admettons  que  le  terme  général  de 
chacune  d'elles  soit  donné  immédiatement  en  fonction  de 
rindice  i.  Il  est  clair  qu'on  pourrait  ajouter  à  chaque  terme 
de  la  série  (c)  une  constante  arbitraire  C,  sans  que  cela 
amenât  de  changement  dans  la  série  (r]>  dérivée  de  la  pre- 
mière. Réciproquement,  étant  donné  le  terme  général  Ay,, 
ou  la  série  (r),  si  l'on  peut  trouver  par  un  moyen  quel- 
conque une  fonction  tji  qui  ait  Ay,  pour  différence  du  pre- 
mier ordre,  il  faudra  ajouter  à  t/,  une  constante  arbitraire 
G  pour  construire  la  série  (c),  sans  lui  rien  ôter  de  la  géné- 
ralité qu'elle  comporte. 

Par  conséquent  encore,  la  série  (c)  ne  sera  complète- 
ment déterminée  au  moyen  de  la  série  (r),  qu'autant  qu'on 
assignera  la  valeur  numérique  d'un  terme  de  la  première 
série,  par  exemple  la  valeur  numérique  du  terme  y^.  En 
ceci  l'analogie  des  différences  avec  les  différentielles  se 
soutient  parfaitement. 

Supposons  maintenant  qu'il  ne  s'agisse  plus  seulement 
de  construire  des  séries,  mais  que^  les  variables  xety  dé- 
signant des  grandeurs  continues,  on  ait  pour  toutes  les 
valeurs  possibles  de  y  et  de  Xj 

yznfXf    Ay = /"(a: -t- Ax)  — /ic  =  f (ar,a:  +  Aa?)  :  (f) 

on  pourra  remarquer  que  la  fonction  f  ne  changerait  pas, 
non-seulement  si  l'on  ajoutait  à  fx  une  constante  arbitraire 
C,  mais  encore  si  l'on  ajoutait  à  fx  une  fonction  périodique 

qui  reprend  les  mêmes  valeurs  chaque  fois  que  x  augmente 
de  àx,  et  qui  d'ailleurs  peut  avoir  une  forme  quelconque. 
Donc,  par  réciprocité,  si  la  fonction  f  est  donnée,  et  qu'on 
puisse  trouver  par  un  moyen  quelconque  une  fonction  fqpi 
ait  f  pour  différence,  la  fonction  y  sera  encore  indéter- 
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^  minée,  non-seulement  quant  à  sa  valeur  numérique,  mais 
quant  à  sa  forme. 

Pour  construire,  au  moyen  de  l'équation  (f),  une  courbe 
dont  y  est  l'ordonnée ,  il  faut  concevoir  que  Ton  ait  préala- 
blement tracé,  d'une  manière  arbitraire,  la  portion  de 
courbe  MN  {Jîg.  103),  dont  les  points  extrêmes  ont  pour 
abscisses  OP  =  a^o?  OQ = Xo  +  ^^  ;  en  s'assujettissant  ce- 
pendant à  la  condition  que  la  différence  HN  des  deux  or- 
données extrêmes  soit  la  valeur  de  ày  donnée  par  l'équation 
(f)  quand  on  y  fait  x = x^.  La  courbe  sera  déterminée  alors 
dans  tout  le  surplus  de  son  cours  :  car,  soit  Op=ix  une 
abscisse  quelconque  comprise  entre  x^  et  Xo  +  Aor,  on 
prendra  pq  =  Ax,  et  la  différence  hn  des  ordonnées  pm^qn 
sera  donnée  en  vertu  de  l'équation  (f) .  Donc  le  tracé  de 
l'arc  MN  déterminera ,  concurremment  avec  l'équation  (f), 
le  tracé  de  l'arc  NNi,  dont  les  points  extrêmes  ont  pour  oi^ 
données  Xo  -j- Ax,  Xo  -f-  2Aa;  ;  et  comme  la  même  construc- 
tion peut  être  indéfiniment  répétée,  tant  dans  le  sens  des  x 
positifs  que  dans  le  sens  des  x  négatifs,  le  tracé  de  la 
codrbe  entière  se  trouvera  déterminé.  Bien  entendu  que  ce 
tracé  peut  offrir  des  solutions  de  continuité  d'un  ordre  quel- 
conque. 

585.  L'opération  qui  consiste  à  revenir  du  terme  Ay..  au 
terme  j/^,  ou  à  construire  la  série  (c)  par  le  moyen  de  la 
série  (r),  est  une  sommation  proprement  dite.  En  effet, 
Ton  a  identiquement 

yi=yo  +  ^Vù  +  Ay,  +  Ay,  +.  • . .+ Ay*-i; 

en  sorte  que  par  une  simple  addition  algébrique ,  on  con- 
struira la  série  (c)  avec  la  série  (r),  pourvu  qu'on  ait  en 
outre  le  terme  initial  t/ey  qui  tient  lieu  de  la  constante  ou 
de  la  fonction  arbitraire  dont  il  vient  d'être  question,  selon 
que  y  est  ime  variable  discontinue  ou  continue. 
De  même  qu'on  emploie  le  signe /pour  indiquer  une 
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somme  de  différentielles,  ou  une  intégrale  proprement  dite^ 
on  emploie  le  signe  2  pour  indiquer  une  somme  propre- 
ment dite,  ou  une  intégrale  aux  différences  finies.  Les  ca- 
ractéristiques 2,  A  sont  inverses  l'une  de  l'autre,  et  s'ef- 
facent réciproquement ,  comme  les  caractéristiques  ,  d  . 
Ainsi,  de  la  formule  précédente  on  tire 

^yi=^yo  +  yo  +  y.  +  y«  + — byt^i,  [d) 

et  le  terme  ly^  désigne  alors  la  constante  ou  la  fonction  ar- 
bitraire amenée  par  l'intégration. 

En  adoptant  une  notation  analogue  à  celle  qu'on  emploie 
maintenant  pour  les  intégrales  définies  ordinaires ,  on 
écrira 

îy*  —  2^0  =  2o'y«, 

et  par  smte 

Nous  avons  déjà  employé,  dans  le  cours  de  cet  ouvrage, 
la  caractéristique  1  comme  signe  de  sommation  ;  et  quel- 
quefois la  notation 

21  y. 

sert  à  désigner  d'une  manière  abrégée  la  somme  des  valeurs 
de  la  fonction  y,.,  pour  toutes  les  valeurs  de  l'indice  i,  de 
i=i„  jusqu'à  i=:iiinclusivement.  La  formule  (e)  montre 
qu'il  faut  exclure  de  cette  somme  le  dernier  terme  y  g,  lors- 
qu'on prend  la  caractéristique  2  pour  signe  d'une  intégrale 
aux  différences  finies. 

Dans  le  cas  contraire,  on  lèvera  toute  ambiguïté  en  rem- 
plaçant 2  par  S,  et  en  écrivant 

S  y" 

L'opération  dont  2  est  l'indice,  peut  se  répéter  indéfini- 
ment ,  de  même  que  l'opération  inverse,  indiquée  par  le 
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signe  A,  et  la  répétitiou  de  Topération  s'indique  de  la 
même  manière  par  un  exposant  affecté  à  la  caractéristique. 
Ainsi  l'on  tire  de  la  formule  (cQ 

1%  =z  i^y.  +  2yo  +  iy»  +  2»!  +  •  •  •  •+  2y*-i, 

2 Y  =  z'yo  +  ^Vo  +  2*y,  +  2*y,  +....+  iV'-o  etc. 

Gonune  lyi,  2yt>--«^2/i~i  sont  déterminés  en  fonction  de 
ly^  par  la  formule  (d),  on  voit  que  l'expression  de  l^y^  ren- 
ferme deux  constantes  ou  fonctions  arbitraires ,  savoir  I?y^ 
et  2j/o.  La  valeur  de  1%  dépend  de  ces  deux  quantités  ar- 
bitraires y  et  en  outre  d'une  troisième  quantité  de  même 
nature  1\.  En  général,  l'intégrale  indéfinie  1%  dépend 
de  n  constantes  ou  fonctions  arbitraires,  selon  la  nature  de 
la  quantité  y. 

586.  En  désignant  par  u^v^Wy...  des  fonctions  quel- 
conques d'une  même  variable,  et  par  a  une  constante,  on 
a  évidemment 

A(tt  -{-  r  +  tt;  -f- — )  =  AU  -J-  Av  +  AW'  +••••» 

l{u-jr  V  +W  +....)  =  lu  +  IV  +  iw  +    . . . , 

^.auziz a^u^    z.caÂ=:i aiu. 

Le  procédé  de  l'intégration  par  parties  [55]  s'applique 
aux  intégrales  1  comme  aux  intégrales  ordinaires.  Si  l'on 
pose 

w  désignant  une  fonction  inconnue  qu'il  s'agit  de  détei^ 
miner ,  on  aura,  en  prenant  les  différences  des  deux  mem- 
bres, 

tti;  =  (t?  -|-  ^v)l{u  +  Att)  —  viu  +  A»?, 

d'où 

^^V==:  —  AU2(U  +  ^u), 

et  par  suite 

2.U9  â=ntt  —  l[^vl(u  +  au)], 

ou  bien,  en  écrivant  Uj  au  lieu  de  «  +  Au, 
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Le  même  calcul  répété  donnera 

2.wtr=  viu  —  ^vl*u^  +  2(A*t;2*a,), 

ï.uv  =  viu  —  A»2^ti,  +  a'vs'wji  —  A*t;2*w,  +  etc. 

On  peut  écrire  cette  dernière  équation  sous  la  forme 

i.to;  =  viu  —  àv{i^u  +  lu) 
+  A*t7(2*ti  +  22*ir  +  2w)  —  a'v(2*!i  +  32'tt  -j-  ii*u  +  2k)  +  etc. 

Le  développement  s'arrêtera  lorsque  les  différences  de  la 
fonction  v^  après  un  nombre  sui&sant  de  différentiations, 
deviendront  constantes. 

587.  Admettons  que  y  =  /à?  soit  ime  fonction  entière  et 
rationnelle  de  x  :  cette  fonction  se  composera  d'une  somme 
de  termes  de  la  forme  Aa?",  A  désignant  un  nombre  con- 
stant et  m  un  nombre  entier  positif,  de  sorte  que  la  diffé- 
rentiation  des  fonctions  rationnelles  entières  se  ramène  à 
celle  de  la  fonction  y = af. 

Posons  donc 

Vo  =  «*.    y,  =  (^  +  ^)%  etc.  : 
on  aura,  par  la  formule  du  binôme,  en  ordonnant  suivant 
les  puissances  décroissantes  de  a;^ 

,  fn(m — I)       ,    .  . 
Ay^  =  A.ar  =  mixr^^àx  -I -— —  ar~*Aar"  +•  •  •         (g) 

'    ,           tnCtn — i)-      ,       *    «     . 
Ay,  =  m{9  +  ^x)'^^^x  +  — 7-^—  (x  +  Ax)'*-*Aa:"  + , 

4  «a 

et  par  suite^  en  ordonnant  toujours  de  la  même  manière, 
^*y^  =  A*  .af  =  «w(m— 4  )xr'*^x*  + 

On  trouverait  de  même 

A'.ar  =  m(m— <)(m— 2)ar^*AJ?'  + 


1 1  •  • 


440  LIVRE  VIU.    —   CHAPITRB  I. 

et  généralement 
àf.ar  =  w(m  —  0  (»^  —  2) («»  —  »  +  ^)si^^  +..-.; 

ce  qui  résulte  d'ailleurs  de  ce  que  le  rapport  — r  doit  se 

réduire  ^^"^  t  quand  on  fait  à  la  limite  Ajî=:  0. 
Donc        • 

et  comme  cette  différence  est  constante ,  les  différences  des 
ordres  supérieurs  s'évanouissent. 
D'un  autre  côté  la  formule  {p)  donne 

tr.ar=-  [x  +  nAar]"  —  j  [a?  +  (n  —  4>^]- 

Si  nous  développons  et  ordonnons  le  second  membre  selon 
les  puissances  de  A^;,  en  posant,  pour  simplifier, 

-^^^^<-''+ =-' 

il  viendra 

. . . .  +  NfliÂâ^. 

Mais  on  vient  de  voir  que  la  moins  haute  puissance  de  Ao;, 
dans  le  développement  de  A'.aT,  est  A»"  ;  donc  la  fonction 
N<  est  identiquement  nuUe  pour  toutes  les  valeurs  de  i  infé- 
rieures à  n. 
On  a  aussi,  d'après  la  formule  (A), 

A».*»  t=:  n(n  ~  4)(n—  2) 3.2.<  .Ax"; 
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et  par  conséquent 

N,  t=»  n(n-^  4)(fi  —  2) 3.2.4 . 

588.  Soit 

yz^x{x — ^x){x  —  2àx) [x — (w  —  i)^x]  : 

il  viendra 

Ay  =3  x{x  —  Aa?)(a?  —  iùix) [a:  —  {n^  9)£ix]  .mAx, 

d'où  il  est  facile  de  conclure 

A*y  =  x{x  —  ^x)  {x —  i^x) 

[x  —  (m  —  3)^]  .m{m  —  i)àx^y 

et  plus  généralement 

A'y =a:{aJ—  ^x){X'^iAx).. .  .[x —  (m  —  t —  ^)^x].m(m  —  4). . . . 

...  .(m  —  t  +  i)^af. 

n  y  a  donc  une  analogie  très-remarquable  entre  la  formule 
qui  donne  la  différentielle  de  la  puissance  aT,  et  celle  qui 
donne  la  différence  de  la  factorielle  [417]  composée  de  m 
facteurs,  quand  les  facteurs  consécutifs  ont  pour  différence 
Aa:,  et  quand  le  premier  facteur  est  x. 
Si  l'on  posait 

yz=:x{x  +  ^x)(x  +  9âx) [x  +  (m  —  4)Aa:], 

on  trouverait  de  même 

Ay  a  (a;  +  Aa?) [x  +  i^x) [«  +  (m  —  4)Ax].mAa?,      (i) 

et  par  suite 

à'y={x  +  i^)[x+  (t+4)Aa:] [x+  (m— 4)Aaî].m(w— 4). . . . 

.. .  .(m — t  +  4)Aa:'. 

Soit  enfin 

4  

«(x  +  Aa?)(a:  +  SAz).  ...[x  +  (m  — 4)A»1  ' 

il  viendra 
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mtkfl:  

^^  ~~  x{x  +  ^x){x  +8Aar) (x  +  mAx)'  ^' 

.    _  j n^m+\)(m  +  8) (m  +  i^\).e^ 


(0 


x(x  +  Ax){a;  +  2ax) [a:+  tm  +  t— 4)iar]' 

les  signes  +  et  —  corfespondant  respectivement  à  i  pair  et 
ai  impair. 

589.  Les  fonctions  exponentielles  et  circulaires  se 
prêtent  d'une  mAiière  fort  simple  à  l'opération  indiquée 
par  le  signe  A.  On  a  inunédiatement 

et,  par  les  premières  formules  de  la  trigonométrie, 

A  sin  X  =      2  sin  \  a^.cos  (x  +  i  ^)% 
A  cos  X  =  —  2  sin  i  Aar.sin  {x  +  \  Ax). 

On  en  conclut 

A*  sin  ar  =  —  4  sin*  i  Ax  sin  (a:  +  Ax), 
a"  cos  ar  =  —  4  sin*  i  Ax.cos  (x  +  Aû:), 

el  plus  généralement 

A**  sin  x  =  =fc  î"  siD"  i  Ax.sin  (a:  +  ùx), 

A**  cos  a:  s=s  d=  2"  sin*  i  Aar.cos  (x  +  tAar), 

4             /        2i+4      \ 
A*'+*  sin ar  =  d:  2**^*  sin*^*  -  Ax.cosf  a?  •\ ^ —  Aar  j, 

A*^  008  X  s  =i:  2*^*  45iD**+*  ô  AilP.^inl  jp  +  ■    ■   '■■  AarJ. 

On  doit  prendre  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur, 
selon  que  i  est  pair  ou  impair. 

590.  Les  intégrales  (aux  différences  finies)  des  fonctions 
en  petit  nombre  sur  lesquelles  peut  s'effectuer  l'opération 
indiquée  par  le  signe  2,  s'obtiennent  par  le  renversement 
des  formulas  de  différentiaticai  établies  ci^lesi^us.  Considé- 
rons d'abord  la  fonction  of  :  la  formule  [g)  donnera,  après 
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qu'on  y  aura  remplacé  m  par  m  -f- 1 , 


d'où 


et  enfin 


H T-jr^ a:-^'^a:*  +  etc., 

1 .2 

+  :'  'i.ar-^sx'  +  etc. 


(m  +  1)Ax      j  i.i  4.2.3  ^  i 

Si  Ton  fait  successivement  dans  cette  formule  m  ==  0, 
=  1 ,  =  2,  =  3,  etc.,  on  trouve  : 

X 

2a?*=    y 

^x 

\  X*       A 

9i  àx      2    ' 

3  AX      2      ^2.3       ' 

îa:"=-. a:»  H a?*Aar,  ^         ^™^ 

4  Aa?       2  2.2  ' 

1  X*       4  1  4 

2a?*  =  -. a?*+-  aî*Aa?  —  — -  a:Aa:', 

5  Aa:      2       ^3  5.6 

.       4  aî«       «5^5^  4      ,     , 

6  Aa?      2  2.6  2.6 
etc. 

Chaque  intégrale  doit  d'ailleurs  être  complétée  par  une 
constante  ou  par  une  fonction  périodique  arbitraire,  ainsi 
qu'on  l'a  expliqué  [584].  On  obtient  par  ces  formules  Tin- 
tégrale  aux  différences  de  toute  fonction  algébrique,  ration- 
nelle et  entièfe. 
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On  ne  verrait  pas  facilement  sur  ce  tableau  la  loi  que 
suivent  les  termes  successifs  du  développement  de  2jr  : 
nous  reviendrons  sur  ce  points  par  des  considérations  plus 
générales,  dans  le  chapitre  suivant. 

On  tire  des  formules  (i),  (j),  (ft),  (Z) 

i\x(x  +  Ax)(x  +  i^x)  —  [x  +  {m  —  <)ax]  | 

~(TO+l)Â^r^  —  ^M«  +ùa)...  .[X  +  (m  —  4)Ax] \+n,(n) 

4 

x(X'^^)(x  +  ^\x). . .  .[x+ {m  —  ^)^x] 

'  +  ÎT,     (p) 

{m—^)^x.x(x  +  ^x){x  +  i^x)....[x  +  {m^'ï)^x]         ^' 

2-a*  =  -T T  +  îT,  (î) 

cos  (x  —  i^x) 
SsmjAx  . 

sin  (x  —  4  Aar)  '  ^'^^ 

2  cos  a;  =        ^  .       ' — ^  +  TT, 

2  sm  i  Ax 

T  désignant  la  constante  ou  la  fonction  périodique  arbi- 
traire. 

591*  Les  formules  du  précédent  numéro  s'appliquait 
naturellement  à  la  sommation  des  séries.  Suivant  la  nota- 
tion indiquée  [585],  désignons  par  S),  la  somme  des  termes 
de  la  série  dont  le  terme  général  est  y^,  cette  sonune  com- 
prenant les  termes  extrêmes  t/j»,yj,  de  manière  qu'on  ait 

S  y'=2  yi  +  Vh  ou  s  y.  =  2    y*- 

les  formules  (m)  donneront  d'abord  : 

Sl.x  =4+2  +3   + +  î  =it«+2t, 
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etc. 

On  sait  que  les  séries  des  nombres  figurés  commencent 
par  l'unité,  comme  les  précédentes,  et  ont  pour  termes  gé- 
néraux 

i   t(t  +  4)   t(t+0(i  +  2) 

on  peut  donc  appliquer  la  formule  (n)  à  la  sommation  de 
ces  séries,  et  il  vient 

4+2+  3  +  4  +....+ t==:î^îj^\ 

etc.: 

en  sorte  que  la  somme  de  Tune  quelconque  de  ces  séries  est 
le  tetme  général  de  la  série  de  Tordre  immédiatement  su- 
périeur :  relation  bien  connue,  et  qui  peut  être  prise  pour 
la  définition  des  nombres  figurés. 

Les  séries  réciproques  qui  ont  pour  termes  généraux 

1        4.2  1.2.3 

■?»(t  +  0^(i+4)(t  +  2r^^' 

se  somment  au  moyen  de  la  formule  (p),  à  l'exception  de  la 
première,  pour  laquelle  la  formule  fait  défaut,  à  cause  d'un 
facteur  qui  s'évanouit  au  dénominateur.  On  trouve  pour  les 
autres 

4       I        4  1.2         2         2 

*+3+6+lÔ"'"*-**"^i(t  +  1)~î""i  +  l' 

4        4        4  .         4.2.3  3  3 

<  +T  +  r;:  +  ^H +  '^ 


4'^40"*"20"^'*"^î(t  +  4)(i  +  2)"2      (t  +  4Xt+2r 
etc. 
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Si  Fon  fait  i  =  oo ,  on  a  7,  {,  etc. ,  pour  les  sommes  des  sé- 
ries prolongées  à  l'infini. 
De  la  fonnule  (g)  Ton  tire 

a  +  a*  +a'  +•• ..+  a'  = j-, 

c'est-à-dire,  la  règle  élémentaire  pour  la  sommation  des 
progressions  géométriques. 

Faisons  dans  les  formules  {r)  x=^p-^iqy  Ax  =  q  :  elles 
donneront 

,  s  sm  ^  ; 

fcos  (p  +  .y)  =     «i°(P  +  'V-^g)-si°(p-U) 

et  par  suite  [406  et  423] 

Ssin  (p  +  lî)  ^_cos(P  +  ^'g+ig)-cos(p-ig) 
•  2  sin  J^  y 

S'co8(p  +  Hr)=     sin(P  +  «g  +  ig)-sm(p-W) 
^^'  2  sin  J  y 


CHAPITRE  n. 

FORMULE    d'eULER,    POUR    l'ÉVALUATÎON    DES  SOMMES  PAR  LES 
INTÉGRALES  ORDINAIRES  ET  DES  INTÉGRALES  PAR   LES  SOMMES. 

APPLICATION    A    LA  FORMULE   DE   STIRLING.    —  DE    L'iN- 

TERPOLATION. 


$  V.  Fonnale  d*Euler  pour  l'évaluation  des  sommes  par  les  intégrales 

ordinaires  et  îles  intégrales  par  les  sommes. 

592.  I^  formule  de  Taylor  donne 

Afo  «  i-  .f  X  +  -—.fx  +  — ^  .t"'x  +  etc.. 


d'où 


tx  =  —.xî'x  +  -T-^.irx  +  -— _.zf"aî-Hetc., 


et,  en  posant  Px  =fx, 


/ 


fxdx  =  —.ifx  +  j^'^f^  +  ^-g^-^/^^  +  ^^'> 


ou  bien 

« 

'    Mais ,  par  la  même  raison,  ' 

,rx=-.fx  -  — .xfx  -  j^.ir^  -  etc.,         (a') 

J  A/ç  A*C^ 

etc.; 
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ce  qui  permet  d'éliminer  de  la  série  (a)  les  intégrales 
IfXj  IfXj  etc.  On  fera  l'élimination  à  la  manière  ordi- 
naire^ en  combinant  par  voie  d'addition  les  équations 
(a),  (a'),  (a"^,  etc.,  après  avoir  multiplié  tous  les  termes  de 
{d)  par  le  facteur  Â^A^r,  tous  les  termes  de  (a^)  par  le  fao- 
teur  ÂjAo;*,  et  ainsi  de  suite;  puis  en  égalant  à  zéro  les 
multiplicateurs  des  intégrales  qu'il  s'agit  d'éliminer.  Ce 
calcul  donne 


;/' 


+  k^tnx^f'x  +  etc.  :  [\) 

les  coefficients  numériques  A,  étant  déterminés  de  proche 
en  proche,  indépendamment  de  la  forme  de  la  fonction  (y 
par  le  système  des  équations  suivantes 

^»  "^  ïi+rïL3"*"riirï"''<. 2.3.4.5 =*'''^', 

Prenons  ^  =  e*  :  il  viendra 

et  réquation  (1)  nous  donnera,  après  la  suppression  du  fac- 
teur conunun  eT, 

= 1-  A,  +  A,Ax  +  k^Mc*  +  A,Aa;'  +  etc.; 


d'où  il  suit  que  le  coefficient  A^  est  celui  qui  multiplie  a'  dans 
le  développement  de  la  fonction 

I  4 


suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  «. 


{«) 
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En  remettant  pour  A^  sa  valeur  —  i,  on  a 

A,a  + A,a«+  Aja»  +  etC.  = 1- â 

€^  —  1        a        2 

•  a         a 


Or,  le  dernier  membre  de  cette  équation  est  évidemment 
une  fonction  impaire  de  a  :  donc,  dans  '  la  série  qui  est  le 
développement  de  cette  fonction  impaire,  les  coefficients 
des  puissances  paires  de  «  doivent  disparaître.  Donc,  pour 
toutes  les  valeurs  paires  de  Tindice  i,  autres  que  zéro,  le 
coefficient  A,  est  nul. 

Si  l'on  effectuait  le  développement  dont  il  vient  d'être 
question,  on  obtiendrait  l'expression  de  A,  en  fonclion  im- 
médiate de  rindice  i  :  mais  nous  n'insisterons  pas  sur  ce 
calcul  compliqué,  quoique  élégant  ;  les  coefficients  A,  pou- 
vant être  commodément  calculés  dé  proche  en  proche  au 
moyen  des  équations  (A)  dont  la  loi  est  évidente. 

Comme  les  coefficients  k^^i  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs,  nous  mettrons  l'équation  (1)  sous  la  forme 

i  r        ^ 

^xJ  2 

+  A5^*./^a:  — etc.,  {%) 

C  désignant  la  constante  arbitraire  qu'entraînent  les  signes 
d'intégration  indéfinie  2  et/.  Alors  les  lettres  A^_^i  repré- 
senteront toutes  des  nombres  positifs. 
593;  Si  l'on  pose 

Bii+1  =  1-2.3  ...  (2ï+  2) .   Ajj^^ii  , 

la  suite  des  nombres  B^^i  est  celle  des  nombres  de  Ber-- 

noulliy  ainsi  appelés  parce  que  Jacques  Bernoulli  les  a  si- 

T.  n.  29 
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gnalés  le  premier  à  l'attention  des  analystes.  Cette  snitê  de 
nombres  revient  souvent  dans  les  développements  en  séries, 
et  jouit  de  propriétés  curieuses  par  rapport  aul  sommes  des 
puissances,  tant  directes  qu'inverses,  des  nombres  naturels. 
Prenons,  pat  exemple»  /a;  =  of  :  l'équation  (2)  nous  don- 
nera 

te  qui  nfiet  en  évidence  la  loi  des  formules  (m)  du  n*  590. 

La  suite 

A,  —A,  +  A,  —  A^  +  etc. 

est  convergente,  mais  la  suite 

B,  — fi, +B,  — B, +  et<5. 

ne  l'est  pas  :  les  nombres  Ës._|.|  croissant  au-delà  de  toute 
limite.  Voici  les  valeurs  des  premiers  termes  de  cette  suite, 
exprimées  en  fractions  ordinaires  et  décimales  : 

i  5 

B,=:  -  =  0,466666..  »..B,  =  rr  =0,075767...., 
6  66 

4                                               7 
B,  =  —  =  0,023809 ,B,,ts     g    5=4^66666 , 

4  3617 

B,  =  —  =  0,033333. . . .,  B„  î=±:-— -  =7,09É156. . . .,  €tfc. 
30  510 

594.  Admettons  que  rintervalle  x-^x^  soit  un  multiple 
exact  de  la  différence  Ax  :  on  tire  de  l'équation  (2),  et  fu- 
sant des  intégrales  indéfinies  aux  intégrales  définies, 


■f 


—  k^ia'if'x-fx^)  +  AgMf'C/»* — /♦«,) — etc.  (5) 
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La  formule  (2),  communément  attribuée  à  Euler^  et  dési- 
gnée par  le  nom  de  ce  géomètre,  ou  la  formule  (3)  qui  en 
est  une  transformation,  comportent  une  double  application, 
selon  que  Tintégrale  ffxdx  est  ou  n'est  pas  susceptible  de 
s'exprimer  en  fonction  de  x  sous  forme  finie.  Dans  le  pre- 

mier  cas,  il  arrivera  le  plus  souvent  que  Tintégrale  2    f^ 

• 

ne  rentrant  pas  dans  la  catégorie  de  celles  auxquelles  s'ap- 
pliquent les  procédés  d'intégration  indiqués  ci-dessus,  on 
n'en  pourrait  obtenir  la  valeur  exacte  que  par  une  sonuna- 
tion  effective,  opération  laborieuse  et  souvent  impraticable, 
si  la  différence  x  —  (r«  contient  un  très  grand  nombre  de 
fois  la  différence  Air.  On  regardera,  dans  ce  cas,  le  terme 


-r 


fxdx 


conmie  une  valeur  approchée  de  l'intégrale  2,  /^»  c*  la 

correction  qu'il  faut  apporter  à  cette  valeur  approchée  sera 
donnée  en  série  par  la  formule  (3).  Si^  au  contraire,  on  ne 
peut  pas  obtenir  en  fonction  de  x  l'intégrale  indéfinie  ffxdx^ 
et  qu'il  s'agisse  de  calculer  par  approximation  la  valeur  de 
rintégrale  définie 

/fxdx^ 

<m  partagera  l'intervalle  x^^x^&k  parties  égales  Ao;,  assez 
petites  pour  que  le  produit 

Aj?  2;^  fx 

fournisse  une  valeur  approchée  de  l'intégrale  cherchée  ;  de 
manière  pourtant  que  la  grandeur  du  nombre î  ne 

rende  pas  trop  laborieuse  la  sommation  arithmétique  par 
laquelle  on  obtient  £    fw.  Ia  correction  que  doit  subir  cette 
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valeur  approchée  sera  encore  donnée  en  série  par  l'équa- 
tion (3)  qui  remplit  ainsi  le  double  office  d'une  formule  de 
sommation  et  d'une  fonnule  de  quadrature. 

Si  nous  substituons  le  signe  S  au  signe  2,  selon  la  nota- 
tion convenue  [585],  nous  aurons,  au  lieu  des  formules  (2) 
et  (3), 

s  /x  =  C    4 /  fxix  +  -  /x  -f  k^'sxfx  —  k^tssc^fx 

tiXj  X 

+  A,^»./^j:  — etc.,  (4) 

^ljx=^{'  fxdx+[(fx-fx.)  +  k,àx{f'x—r^.) 

—k^^x^rx  -  rx.)  +  A.Ax»  itx  ^px^)  —  etc.  (6) 

595.  Toutefois,  pour  légitimer  en  général  Temploi  de  ces 
séries  qui  ne  sont  pas  toujours  convergentes,  il  est  indis- 
pensable de  pouvoir  assigner  des  limites  à  l'erreur  que  l'on 
commet  en  arrêtant  la  série  à  un  terme  de  rang  quel- 
conque [25].  Or,  Poisson  a  donné  une  méthode  par  laquelle, 
en  même  temps  qu'on  obtient  la  série'  d'Euler,  on  trouve 
l'expression  en  intégrale  définie  du  reste  de  la  série,  et  par 
suite  la  limite  du  reste.  L'iniportance  du  sujet  nous  fait  une 
loi  d'indiquer  te  perfectionnement  essentiel ,  apporté  à  une 
formule  fondamentale  de  l'analyse. 

Admettons,  pour  la  simplicité  des  calculs,  que  les  limites 
des  intégrales  dans  la  formule  d'Euler  soient  égales  numé- 
riquement et  de  signes  contraires,  ce  qu'on  peut  toujours 
obtenir  en  changeant  l'origine  de  la  variable,  et  reprenons 
la  formule  (m)  du  n'  433 


^'=è/./*^-X[<-^1« 


(7) 


qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les 
limites  des  intégrales.  Aux  limites  mêmes  on  a 
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Posons  a  ==  nAa?,  et  donnons  successivement  à  x  les 
2n  —  1  valeurs  équidifférentes 

—  (n  —  4)i^aî,  — (n  — 2)Aar,.... — Ax,0,Ax,2Aar,. •••(*»—  0-^» 

pour  lesquelles  réquation  (7)  subsiste  :  en  prenant  la  somme 
des  valeurs  correspondantes  de  fx,  et  ajoutant  la  demi- 
somme  des  valeiu*s  de  fx,  relatives  à  a?  1=  -t  a,  on  a 

Nous  avons  remplacé  ^  par  x  sous  les  signes  d'intégra- 
tion, ce  qui  peut  se  faire  maintenant  sans  équivoque,  et 
nous  avons  posé,  pour  abréger, 

p=i  +  î  cos  —  +  îcos 1-  2cos  — +  2  cos . 

n  n  n  n 

La  quantité  p  se  réduit  à  2n  —  1  toutes  les  fois  que  i  est  un 
multiple  de  2rt.  On  a  d'ailleurs 

iV                                             (n  — I)f7r 
p  COB  —  s=  p  -i- COS  tîT  —  COS , 

d'oïl  Ton  tire  p  =  —  cos  û,  pour  toutes  les  autres  valeurs 
de  i.  Gela  posé,  on  prendra  la  sonune  lî  en  admettant 
d'abord  que  cette  valeur  de  p  ait  lieu  sans  exception  :  on 
fera  ensuite  i  =  2i'n,  et  l'on  prendra  une  seconde  somme 
27^  relative  à  i%  en  faisant  dans  le  cours  de  cette  autre  som- 
mation 

p  =  2n  —  <  +  cos2*'njr=  2n. 

La  série  périodique,  contenue  sous  le  signe/,  sera  la  somme* 
de  ces  deux  séries  partielles,  et  à  cause  de  l'équation 

InX                 t7r(a  — x) 
COS  tff  COS  =  COS  -^ -y 

n^x  a 
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on  conclura  de  cette  remarque 

"  n^x  »  û  »     Ax 

En  conséquence,  l'équation  (9)  donne 

i.x[l\jx  +  ^  A  -  5  /^(-«)]  =  f  [  A»  +  A(  -  a)] 
ou  bien,  en  vertu  de  l'équation  (8), 


2  I       j  2*  cos  -—1  fxdx. 


Rien  ne  s'oppose  maintenant  à  ce  qu*on  remplace  i'  par  t, 
et  à  ce  qu'on  change  l'origine  de  la  variable  x  ou  la  forme 
de  la  fonction  /*,  de  manière  que  les  limites  des  intégrale» 
soient  quelconques.  Ainsi,  nous  écrirons 


(40) 


Posons 


et  prenons  garde  qu'aux  limites  de  l'intégrale,  pour  les- 
quelles la  vfldeur  de  la  variable  x  est  supposée  un  multiple 
exact  de  Aie,  on  a 

%inx       .  2iirt?       A 

cos  — *  =c  4 ,  sm  ——  =  0  : 

Ax  ^x 
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l6  piOQé4é  de  Tiatégr  ation  par  pw^tiep  âonn^m 

?  I     1  27  ^^8  — ■   /^^^  =  —  A|A«*  (fx  —  fx.j 

596.  En  rapprocha;at  les  éq[U9.tion8  (10)  et  (12)  nous  re- 
trouvons la  formule  d^Euler  telle  que  la  donne  Féquation  (3)  ; 
et  de  plus  nous  obtenons  en  intégrale  définie  la  valeur  du 
reste  négligé  quand  on  arrête  la  série  à  un  terme  de  rang 
quelconque.  Les  coefficients  A^,  Â,,  etc.,  définis  par  Téqua- 
tion  (1 1),  ne  peuvent  être  autres  que  les  coefficients  donnés 
par  les  équations  (A),  ou  par  le  développement  de  la  fonc- 
tion {ce) y  suivant  les  puissances  de  a.  Ainsi,  Féquation  (11) 
exprime  une  propriété  très  remarquable  des  coefficients  A, 
ou  des  nombres  de  Bemoulli  qui  s'en  déduisent. 

A  cause  de  l'équation  (11)  on  a  évidemment 

.    4  iinX       i 

Désignons  de  plus  par  X,  la  plus  haute  valeur  numérique 
que  puisse  acquérir  la  fonction  f^^^x  entre  les  limites  de 
l'intégrale  :  on  aura,  abstraction  faite  des  signes, 

S'il  8*agit  d'appliquer  la  formule  d'EuIer  à  une  quadrature, 
<m  pourra  toujours  prendre  Air  assez  petit  pour  que  la  limite 
supérieure  du  reste  R.  tombe  au-dessous  de  toute  grandeur 
donnée.  Si  la  mèipe  formule  est  appliquée  à  l'évaluation 
d'une  somme  ou  d'une  intégrale  aux  différences  finies,  la 
différence  Ax  étant  donnée,  il  pourra  se  faire  que  la  valeur 
de  R.  n'aille  pas  en  décroissant  indéfiniment  pour  des  va» 


COS <  -  («,r)-  A^_^ 
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leurs  indéfiniment  croissantes  de  l'indice  n  :  ce  qui  n'empê- 
chera pas  de  faire  usage  de  la  formule,  quand  la  limite  supé- 
rieure de  R.,  pour  une  valeur  convenable  de  l'indice  n,  sera 
dç  Tordre  des  quantités  négligeables. 

Lorsque  la  fonc(ion/*^*'^x  conserve  le  même  signe  dans  toute 
rétendue  del'intégration^on  aaussi^abstraction  faitedu  signe, 


'ù 


ou 

c'est-à-dire,  que  le  reste  négligé  est  numériquement  plus 
petit  que  le  dernier  terme  conservé. 

La  formule  d'Euler  se  trouve  en  défaut  qus^nd  les  diffé- 
rentielles impaires  de  fx  s'évanouissent,  ou,  plus  générale- 
ment, sont  égales  aux  deux  limites  de  l'intégrale  :  le  second 
membre  de  l'équation  (10)  cesse  alors^  de  pouvoir  se  déve- 
lopper en  série  procédant  suivantles  puissances  ascendantes 
de  Lx. 

597.  En  général,  lorsque  la  fonction  fx  conserve  le  même 
signe  dans  toute  l'étendue  de  l'intégration,  on  peut  prendre 
àx  assez  petit  pour  que  la  valeur  numérique  du  rapport 

tombe  au-dessous  de  toute  grandeur  assignée,  à  cause  des 
changements  de  signe  qu'épi-ouve  le  facteur  de  fxdx  dans 
la  première  intégrale.  Si ,  en  outre .  Art  est  une  quantité 
négligeable  comparativement  à  la  distance  x  —  x^  des  li- 
mites des  intégrales,  il  est  permis  de  négliger,  non-seule- 
ment la  première  intégrale  (13)  vis-à-vis  de  la  seconde, 
mais  encore  les  termes  Ax  [{fx  —  \;fx^)  vis-à-vis  de 
àx  11  fx,  et  l'on  a 


Ai  llfx^=:  I      fxdx; 
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de  sorte  que,  relativement  à  nos  moyens  d'expérimentation 
et  de  mesure ,  les  choses  se  passent  comme  si  un  système 
de  parties  discontinues  se  transformait  en  im  tout  continu. 
C'est  en  irertu  de  ce  principe  que,  s'il  s'agit,  par  exemple, 
d'évaluer  l'attraction  d'un  corps  sur  un  autre,  on  considère 
les  deux  corps  comme  des  masses  continues,  en  faisant  abs- 
traction des  pores  ou  interstices  dont  l'existence  est  mise 
hors  de  doute  par  une  formule  de  phénomènes,  mais  dont 
les  dimensions  sont  inappréciables  pour  nous.On  admet  que 
la  masse  des  particules  groupées  dans  un  espace  de  dimen- 
sions inappréciables,  et  qui  pourtant  peut  contenir  un  grand 
nombre  de  particules,  se  trouve  uniformément  répartie  dans 
tout  cet  espace  ;  et  l'erreur  commise  doit  être ,  par  rapport 
à  la  grandeiff  mesurée,  du  même  ordre  que  les  dimensions 
du  volume  élémentaire  par  rapport  aux  dimensions  des 
corps  observés  ;  c'est-à-dire,  que  l'erreur  est  inappréciable 
par  nos  moyens  de  mesure. 

Au  contraire,  lorsque  la  fonction  fx  change  de  signe  dans 
rétendue  de  l'intégration ,  les  deux  termes  du  rapport  (13) 
peuvent  avoir  des  grandeurs  comparables,  malgré  la  peti- 
tesse de  ^x.  Poisson  a  tiré  de  cette  remarque  une  explica- 
tion ingénieuse  de  quelques-unes  des  lois  auxquelles  parait 
soumise  la  constitution  moléculaire  des  corps. 

En  exposant,  au  commencement  de  ce  Traité,  les  prin- 
cipes du  calcul  infinitésimal,  nous  avions  pour  tâche  de 
faire  bien  comprendre  conunent  Ton  est  parti  de  la  notion 
des  variations  discontinues  pour  adapter  le  calcul  aux 
variations  continues  qui  se  manifestent  ou  semblent  se 
manifester  dans  la  plupart  des  phénomènes  naturels.  Ce 
qui  précède  contient  l'indication  d'un  procédé  inverse,  par 
lequel  on  introduit,  pour  la  commodité  du  calcul,  une  conti- 
nuité fictive  dans  des  variations  efiectivement  discontinues. 
Ce  procédé  trouve  surtout  son  application  à  propos  de  l'éva- 
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luation  des  rapports  de  grands  nombres ,  évaluation  qui 
revient  sans  cesse  dans  la  théorie  des  comlûnaisoiis  et  des 
chances,  et  pour  laquelle  on  fait  un  usage  continuel  d*une 
formule  due  à  StirUng  ^  qui  se  déduit  de  celle  d'Eular  éta- 
blie ci-dessus,  comme  nous  allons  le  montrer  dans  Iç  para- 
graphe suivant. 

{  t.  Application  à  la  formule  de  Stirling . 

598.  Proposons-nous  d'appliquer  la  formule  d'Euler  à 
l'évaluation  de  la  somme  des  logarithmes  des  nombres  an- 
tierSf  depuis  1  jusquà  x  inclusivement  :  nous  aurons 

Â^rcsl,   flogxdxs=xlogx  —  x+ccmt.^ 
<      ..,.        <•«     .         4.2.3-4    , 

En  conséquence,  la  formule  (4)  donnera 

4  B 

log  [4.2.3 x)  =  C  +  xlogx  —  X  +  'log X -^^ 

-H  etc.  (U) 


3.4>â?*      5*6. X*      7.8. x^ 
Nous  en  déduirons,  en  remplaçant  x  par  ix^ 

log[4 .2.3. .  .(2a?— 4)2«]==C+2xlogte--2a?-hrlog2Ar+p— etc. 

Tb  wX 

M^s  on  a  identiquement 

4.«.3...(2x— 4)to«=:2».4.8.8...x.4.8.5 (»x  — 4), 

et  par  conséquent, 

log (4 .2.3 x)  +  log  [4 .8.5 (2x  —  4)] 

» 

4  B. 

=  C  +  xlog2-f-2xlogx  — 2x-h-log2x  +  7^— etc. 

En  combinant,  par  voie  de  soustraction,  Téquation  (14) 
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avec  cellenn,  nous  obtiendrons  cette  formule  où  n'entre  plus 
la  constante  C, 

log[4.3.5..-(2a:— 4)]=(x  +  -Vogî  +  xlogar— a?— ^+etc.  {\&} 

On  a,  d'autre  part, 
0.2.3 x.^'f     ^ 

M. 3.5... .(to— 4 )]*=cl. 8.3.6.5.7 (2a?--3)(2x-^4X«a?-  4); 

et  en  combinant  ces  équations  avec  les  formules  (14)  et 
(15),  d'après  les  règles  du  calcul  logarithmique,  on  trou- 
vera sans  difficulté 

,     r«.a.4.4.6.6....(2a?— 2)(to— 2)2a?         1 

loff    • ' =T  se  —  2  loe  2 

^  1.4.3.3.5.5.7... .(2ar—3)(to  —  4X2a:—4)J  ^ 

+  --i  +  etc. 
Sx 

Maintenant^  quand  on  fait  converger  x  vers  Tinfini,  le 
premier  membre  de  Téquation ,  d'après  le  théorème  de 

Wallis  [404] ,  converge  vers  la  limite  log  ^,  tandis  que  le 

secoind  membre  se  réduit,  pour  x  =  (x>  ^k  2C  —  2  log  2, 
d'où  l'on  conclut  C  =  log.  l/27r,  et  par  suite 

log  (4 .2.3 x)=z\og\/^+  a:loga?— rr  +  Jlogof 

B.         Bs     .     Bs  Bt       .  , .  ^, 

Faisons  dans  cette  équation  a;  =  1000,  multiplions  par 
le  module  des  tables  [64]  les  termes  non  affectés  du  signe 
log.,  aûn  que  la  somme  se  rapporte  è  des  logarithmes  ta- 
bulaires ,  et  arrêtons  la  série  au  terme  qui  a  pour  coeffi- 
cient Bj  :  nous  trouverons 

log.  ▼!ilg.(4. 2. 3.... 4 000)=  2567,6046442221328 , 

valeur  exacte  jusqu'à  la  treizième  décimale.  Si  l'on  prenait 
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X  =  10,  et  qu'on  poussât  jusqu'au  terme  affecté  du  coef- 
ficient  B»,,  on  trouverait  une  valeur  exacte  jusqu'à  la 
vingtième  décimale  (*). 

Ce  calcul  nous  apprend  que  le  nombre  1.2.3  .. .  1000, 
exprimé  dans  notre  système  de  numération ,  a  2568  chif- 
fres, dont  les  quatre  premiers  sur  la  gauche  sont  4023  ;  de 
sorte  qu'il  se  trouve  compris  entre 

4044. 4 O*»»    et    40î3.*0«^. 

Dans  la  théorie  des  chances,  on  a  précisément  à  assigner 
les  rapports  de  très  grands  nombres  que  les  règles  de  l'ana- 
lyse combinatoire  donnent  sous  forme  de  factorielles,  et 
dont  le  calcul  arithmétique  serait  tout  à  fait  impraticable. 
Or,  pour  assigner  ces  rapports  avec  une  approximation  su£E- 
santé,  comparable  à  celle  que  comporte  la  détermination 
des  constantes  empiriques,  il  sufiit  évidemment  de  déter- 
miner pour  chaque  terme  du  rapport,  comme  on  vient  de 
le  faire  pour  la  factorielle  1 .2.3  * . .  1000,  la  caractéristique 
de  son  logarithme  et  les  premiers  chiffres  de  la  partie  dé- 
cimale. 

599.  Si  l'on  faisait  dans  l'équation  (14)  x=l,  onen 
tirerait 

OU  bien,  par  la  substitution  des  valeurs  trouvées  [593]  pour 
les  nombres  de  Bernoulli, 

C  =  i  —0,08333....  +  0,00î75....  —  0,00079....+  0,00059.... 
—  0,00084....  +  0,00209....  —  etc.  ; 


(>)  Voyez  rinlreduction  placée  en  tète  de  Toposcule  intitulé  :  Tabulartm  ad 
facUiorem  ei  hreviorem  prohabiliiatis  computationem  tUilium  enneas,  par  Dt- 
gen,  Copenhague,  1824. 
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ce  qui  suffit  pour  manifester  la  divergence  de  la  série,  et 
pour  montrer  qu'elle  ne  peut  servir  à  déterminer  la  valeur 
de  la  constante  C. 

La  série  qui  procède  suivant  les  puissances  impaires  et 
négatives  àex,  dans  les  équations  (14)  et  (15),  est  pareille- 
ment divergente  ;  mais  quand  on  prend  pour  x  le  nombre 
1000,  le  terme  affecté  de  B,  n'influe  déjà  plus  que  sur  les 
décimales  d'un  ordre  supérieur  au  11";  et  il  faudrait  em- 
brasser un  nombre  immense  de  termes  pour  que  la  diver- 
gence de  cette  série  se  manifestât,  par  suite  de  l'accroisser- 
ment  progressif  des  coefficients  B.  Si  Ton  prenait  seulement 
x  =  10,  le  terme  affecté  de  B5  serait  moindre  qu'une  unité 
décimale  du  8*  ordre  ;  et  le  nombre  de  termes  qu'il  faudrait 
embrasser,  pour  rendre  sensible  la  divergence  de  la  série, 
serait  encore  trop  grand  pour  qu'on  put,  dans  la  pratique, 
en  effectuer  le  calcul. 

Cependant  il  suffit  que  la  série  finisse  par  diverger  pour 
qu'on ^ne  puisse,  en  l'employant,  attribuer  aux  calculs  une 
rigueur  mathématique,  que  sous  la  condition  d'assigner 
une  limite  au  reste  négligé  [25].  Or,  cette  limite,  dans  le 
cas  particulier,  se  déduit  avec  une  grande  simplicité  de 
celle  que  Poisson  a  assignée  au  reste  de  la  série  d'Euler.  Il 
faut  seulement,  pour  obtenir  des  limites  assez  resserrées, 
changer  l'origine  de  la  sommation.  Ainsi ,  nous  pourrons 
décomposer  la  somme  S*  log  x  en  S^  log  x  +  S,',  log  Xj 
et  rien  n'empêchera  de  calculer  directement  la  constante 
S7  log  X  avec  toute  l'exactitude  désirable.  On  aura  ensuite 

S'iloga?s=a:loga;  — a:  +  l  —  H  log  H 
<.2\1<      xj^i.i\i\'     W      5.6  V* 4»      W^ 

« 

Quand  on  arrête  la  série  au  terme  affecté  de  Bj,,  le  reste 
négligé  tombe,  d'après  ce  qui  précède,  au-dessous  d  une 
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unité  décimale  du  8*  ordre,  quelle  que  soit  la  valeur  x  assi- 
gnée à  la  limite  supérieure  de  l'intégrale. 

Au  surplus,  M.  Liouville  a  mis  le  reste  de  la  série  (16), 
arrêtée  au  tenue  affecté  de  Bt^.i,  sous  la  forme 

f«  désignant  la  fonction  -^ — -  [592],  et  fl  un  nombre  conir 

pris  entre  zéro  et  Funité  (').  Si  donc  Ton  représente  par 
i^+î  le  maximum  numérique  de  la  fonction  f^+^a,  entre 
les  limites  0,  oo  ,  le  reste  négligé  sera  numériquement  plus 
petit  que 


Jo 


.a..«rf,^ bm 


Quand  on  ne  conserve  dans  la  série  (16)  que  les  termes  îd- 
dépendants  des  coefficients  B,  ce  calcul  donne  pour  l'expres- 
sion du  reste  négligé  . 


ijo 


<r«'f'"(ôa)d,, 
et  la  valeur  maximum  de  la  fonction 

I  a.  2C=;  ■ 

est,  comme  M-  Liouville  le  fait  voii»,  f  (0)  z=  1= B,.  Dans 
ce  cas,  par  conséquent^  le  reste  négligé  tombe  au-dessous 

de  ^  ;  et  si  a;  est  de  l'ordre  des  mille,  le  reste  est  moindre 

qu*ime  unité  décimale  du  4*  ordre.  Ce  calcul ,  où  l'on  met 
à  profit  la  détermination  exacte  de  la  constante  C,  a  donc , 
sur  celui  que  nous  avons  indiqué,  l'avantage  d'atténuer 


(')  Jimmêl  de  mathmaUques,  l.  IV,  p.  317. 
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la  valeur  assignée  à  la  limite  du  reste  négligé  ,  quand 
on  supprime  dans  la  formule  de  Stirling  tous  les  termes  où 
entrent  les  nombres  de  BernouUi.  Mais^  pour  que  cette  sup- 
pression soit  permise,  il  faut  que  x  désigne  un  grand  nom- 
bre, au  inoins  de  Tordre  des  mille  :  au  cas  contraire ,  on 
arrive  plus  simplement,  par  les  considérations  que  nous 
^vons  présentées,  aune  valeur  de  la  limite  du  reste,  dont 
la  petitesse  suffît  dans  toutes  les  applications. 

J  3.  Do  l'interpolatioD. 

600.  Nous  avons  eu  plusieurs  ocèasiôns  de  parler  du  pro- 
blème de  l'interpolation  [21] ,  dont  Tobjet  est  d'assigner 
une  fonction  continue,  susceptible  d'une  expression  mathé- 
matique, laquelle  prenne,  pour  certaines  valeurs  de  la  va- 
riable indépendante,  des  valeurs  déterminées,  qui  sont 
celles  d'une  autre  fonction,  continue  ou  discontinue.  Lors- 
que cette  dernière  fonction  est  continue,  et  que  les  va- 
leurs entre  lesquelles  il  s'agit  d'interpoler  sont  suffisamment 
rapprochées  les  imes  des  autres,  on  admet  que  les  deux 
fonctions  se  confondent  sans  erreur  sensible  dans  l'inter- 
valle de  ces  valeurs  ;  par  la  raison  que  deux  courbes  se 
confondent  sensiblement  dans  l'intervalle  des  points  qui 
leUdT  sont  communs,  lorsque  les  points  communs  se  trouvent 
suffisamment  rapprochés,  et  que  ni  l'une  ni  l'autre  courbe 
n'éprouve  de  solution  de  continuité  dans  Tinter vaDe. 

Le  problème  de  Tinterpolation  est  évidemment  indéter- 
miné de  sa  nature  :  à  certains  égards  il  peut  être  con- 
sidéré comme  une  application  de  la  théorie  mathématique 
des  chances  ;  nous  n'avons  à  en  traiter  ici  qu'en  tant  qu'il 
se  rattache  au  calcul  des  différences  finies. 

Reprenons  la  formule  des  n""  43  et  582 
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OÙ  y  est  une  fonction  de  la  variable  x,  donnée  pour  les 
valeurs  rc=0,  x=Aa?,  a;  =  2Ax, ...  x=inSx.  Posons 
n\x  =  x,  y.  =  /x,  î/o=A^)  •  ^^*^*®  formule  deviendra 

Si  la  valeur  t/o  ne  correspondait  pas  à  a?  =  0,  mais  à  jj = x^, 
il  faudrait  remplacer,  dans  le  second  membre  de  l'équation 
précédente,  a:  par  x — Xo  et  f[0)  par  fx^. 

Lorsque,  dans  la  formule  (1 7)  dont  l'analogie  avec  la 
série  de  Maclaurin  est  manifeste,  on  fait  4r=0,  x=:àXj 
X = 2 Ax,  • . .  a:  =  iiAx,  on  retombe  sur  les  valeurs  y,,  y„ 
y%y'  "  y.»  ^i  ^^*  s^^  ^  former  les  différences  Ay^,  A^,,... 
A'yo  :  niais  on  peut  admettre  aussi  que  Téquation  (1 7)  sub- 
siste pour  toutes  les  valeurs  intermédiaires  de  x,  et  alors 
cette  équation  remplit  le  but  d^une  formule  d'interpolatioD. 
Rien  ne  s^oppose  à  ce  qu'on  la  mette  sous  la  forme 

/•x  =  Ào  +  A.ar  +  Ata:*  +  A,ar»  +  etc.,  08) 

Ao,  A„  A„ . . .  A.  désignant  des  constantes  données.  Il  faut 
supposer  que  les  différences  A,  A*,  A',  etc.,  vont  en  dimi- 
nuant^ de  manière  qu'on  puisse  s'arrêter  aux  différences  de 
l'ordre  n,  en  négligeant  celles  des  ordres  supérieurs;  et 
alors  les  formules  (17)  ou  (18)  ne  contiennent  qu'un  nombre 
fini  de  termes  ;  en  sorte  que  la  fonction  fx  se  trouve  rem- 
placée par  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x. 

601.  Si  les  différences  des  ordres  supérieurs  à  l'ordre  n 
étaient  rigoureusement  nulles,  rien  ne  s'opposerait  à  ce 
qu'on  prolongeât  indéfiniment,  en  avant  et  en  arrière  du 
terme  pris  pour  origine,  la  table  des  valeurs  de  fx  :  soit 
qu'on  employât  à  cet  effet  la  formule  (1 7)  ;  soit  qu'on  fît  de 
proche  en  proche  le  calcul  des  différences  des  ordres  infé- 
rieurs par  de  simples  additions.  On  peut  encore  se  per- 
mettre de  prolonger  la  table,  si  les  différences  de  l'ordre  w 
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sont  seulement  très  petites,  en  les  traitant  comme  nulles  : 
mais  alors  il  est  nécessaire  d'avoir,  au-delà  des  limites  pri- 
mitives de  la  table,  quelques  valeurs  connues  defx^  servant 
de  repères,  et  dont  l'accord  avec  les  valeurs  calculées  donne 
une  garantie  suffisante  de  l'exactitude  des  valeurs  intermé- 
diaires, aux  quantités  près  de  Tordre  de  celles  qu'on  a  droit 
de  négliger.  Les  limites  entre  lesquelles  on  aura  été  auto- 
risé à  prolonger  la  table,  sont  celles  entre  lesquelles  on  sera 
en  droit  d'employer  l'équation  (1 7),  comme  formule  d'in- 
terpolation. 

Lorsque  les  tables  sont  dressées  pour  des  valeurs  de  la 
variable^  tellement  rapprochées  qu'on  puisse,  dans  une 
certaine  étendue,  considérer  les  différences  du  premier  or- 
dre comme  constantes,  et  les  différences  des  ordres  supé- 
rieurs comme  nulles,  l'interpolation  se  réduit  au  calcul  des 
parties  proportionnelles,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  souvent  ex- 
pliqué. 

602.  Quand  on  applique  la  formule  (3)  au  calcul  numé- 


f. 


fonction  fx  ne  soit  donnée  que  par  une  table  qui  fournit 
seulement  les  moyens  de  calculer  d'une  manière  approchée 
[44]  les  valeurs  des  dérivées  fx,  f x,  fx,  etc.  Admettons 
que  cette  table  donne  les  valeurs  de  fx  pour  des  valeurs 
équidifférentés  de  x,  l'intervalle  des  limites  x — x^  étant 
toujours  un  multiple  de  Ax.  Employons  comme  quantité! 
auxiliaires  une  variable  z  et  une  fonction 

U  =  f(x  +  z)~f(x.+z), 
de  sorte  qu'on  ait 

f*)  (0)  =  /^-îx  —  /^-îo?, ,  aY (0)  =  A-  /x  —  aY Xo  ;  .       {\9) 
et  supposons  que  la  variable  z  prenne  successivement  les 
valeurs  0,lx,  2Aa;,  3Ax,  etc.  :  la  formule  (17)  donnera, 
par  le  simple  changement  de  fenî  et  de  x  en  z, 

T.  n  30  ' 
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Si  maintenant^  conformément  au  principe  de  Tinterpola- 
tion,  on  regarde  cette  formule  comme  subsistant  pour  des 
valeurs  quelconques  de  a,  on  pourra  différentier  les  deux 
membres  conmie  des  fonctions  continues  de  z  ;  et  en  faisant 
ensuite  z=0,  on  obtiendra 

Aarf  (0)=  ^t (0)  -  {  Atf  (0)  +  |  A»f  (0)  —  {  A*f  (0)  +  elc, 
Ax»f"{0)  =  A«  f(0)  — |A*f(0)+etc., etc. 

Remettons  pour  ('{0),  r"(0),. .  .,Af(0),  A*f{0),...  leurs 
valeurs  données  par  les  équations  (19),  et  substituons  dans 
la  formule  (3)  :  il  viendra 

^  fxdx=:Myi\fx+-fx—-fx,  —  —  (iifx  —  \fx^) 
1  19 

+  ^  (AVx  -  AYx.) -  ,^  (A*  fx  -  .•  fx.)  +  etc.], 

formule  donnée  par  Laplace  dans  la  Mécanique  céleste.  Il 
faut  supposer  que  la  table  des  valeurs  de  fx  s'étend  au-delà 
de  la  lïnite  supérieure  de  l'intégrale,  pour  qu'elle  déter- 
mine implicitement  les  différences  ùifx,  ti\x^  A*fx,  etc., 
relatives  à  cette  limite  supérieure. 

603.  Le  problème  inverse  de  l'interpolation  consiste  à 
déterminer  la  valeur  de  x  qui  répond  à  une  valeur  donnée 
fxde  lafonction  f.  Quand  on  emploie,  comme  formule  d'in- 
terpolation, l'équation  (17),  la  solution  de  ce  problème 
revient  à  la  résolution  d*une  équation  algébrique  de  degré 
n,  AY(0)  étant  la  plus  haute  différence  conservée  dans  la 
formule.  Mais,  au  lieu  de  faire  usage  pour  cette  résolution 
des  méthodes  générales  dont  Tapphcation  est  si  pénible,  on 
a  recours  à  des  approximations  successives.  Ainsi  l'on  posera 
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Fx  '      A/-(0)      ' 


Fa;  étant  une  fonction  de  x  qui  a  pour  vaJeur 

On  prendra,  pour  une  première  valeur  approchée  de  x, 

A/(0) 

pour  seconde  approximation 

_Af    /-a;  -  /-(O)  Ax     A  -  /-(O) 

et  ainsi  de  suite. 

Le  problème  de  rinterpolation  comprend,  comme  cas 
particulier,  celui  de  Vintercalatmiy  qui  consiste  à  insérer, 
entre  les  valeurs  données  par  tme  table,  un  nombre  déter- 
miné de  valeurs  intermédiaires.  On  suppose  ordinairement 
que  les  termes  intercalés  doivent  être  équidistants,  comme 
les  termes  de  la  table  primitive. 

604.  Si  la  table  ne  donnait  pas  les  valeurs  de  la  fonc- 
tion pour  des  valeurs  équidifférentes  de  la  variable  indé- 
pendante, ainsi  qu^on  Ta  supposé  dans  ce  qui  précède,  il 
faudrait  .recourir  à  d'autres  formules  d'interpolation..  On 
pourrait  en  donner  dont  la  construction  se  rapporte  au  cal- 
cul des  différences  finies  ;  mais  il  est  plus  simple,  et  il  suf- 
fit, poiu*  notre  but,  de  poser  directement  avec  Lagrange 

y~^oVo  +^iyi  +X,y, +  ....... +  X.y,: 

Voj  Va  î/s?  •  -y.  désignant  toujours  les  valeurs  données  de  la 
fonction  y,  qui  correspondent  aux  valeurs  Xo,  a?,,  x^...x^  de 
la  variable  x  ;  et  X,  étant  une  fonction  de  a?,  qui  se  réduit  à  * 
l'unité  pour  a;  =  a:,  et  à  zéro  pour  x=:Xt,y  quand  l'indice 
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V  a  toute  autre  valeur  que  i.  Il  est  clair  qu'on  satisfait  à 
cette  double  condition,  en  prenant 

__   (g  —  X,) (3?  —  g?,) jx^Xn) 

*~  (^1— a:J(x,  —  a:,) (x,  — x,)' 

on  pourrait  d'aiUeurs  y  satisfaire  d'une  infinité  d'autres 
manières,  parce  que  le  problème  de  l'interpolation  est  es- 
sentiellement indéterminé. 


CHAPITRE  m . 

DE    L^INTÉGRATION    D£S     ÉQUATIONS    AUX    DIFFÉRENCES    FINIES  y 

ENTRE   DEUX   VARIABLES, 


605.  Étant  donnée  une  équation  aux  différences  finies, 
entre  deux  variables  x  et  t/,  on  peut  toujours  supposer  que 
l'intervalle  Ax  des  valeurs  de  la  variable  indépendante  est 
constant,  et  prendre  cet  intervalle  pour  unité  [583],  Si  ^x 
n'était  pas  un  nombre  constant,  mais  une  fonction  de  x 
seul,  ou  de  x  et  de  i/,  on  pourrait  regarder  x  et  t/  comme 
des  fonctions  du  nombre  entier  i,  positif  ou  négatif,  qui  fixe 
le  rang  du  terme  Xf,  dans  la  série  des  valeurs  de  a;,  et  celui 
du  terme  correspondant  y,  dans  la  série  des  valeiu'S  de  y. 
Les  variables  a;  et  y  seraient  alors  définies  en  fonction  de 
l'indice  i  par  deux  équations  aux  différences,  auxquelles.on 
pourrait  appliquer  le  procédé  d'élimination  indiqué  âii  su- 
jet des  équations  différentielles  [165],  de  manière  à  arriver 
à  une  équation  finale  d'où  l'une  des  variables  a;,y,  et  ses 
différences  se  trouveraient  chassées.  Dans  cette  équation 
finale,  qui  serait  en.  général  d'un  ordre  supérieur  à  celui  de 
l'une  ou  de  l'autre  des  équations  proposées,  la  variable  in- 
dépendante i  varierait  par  intervalles  constants,  égaux  à 
l'unité. 

Au  reste,  dans,  la  plupart  des  problèmes  auxquels  s'ap- 
plique l'intégration  des  équations  aux  différences,  en  tant 
qu'elle  a  pour  but  d'exprimer  le  terme  général  d'ime  série, 
la  loi  de  génération  de  la  série^  dont  l'équation  aux  diffé- 
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rences  est  la  traduction ,  se  trouve  immédiatement  exprimée 
au  moyen  de  l'indice,  qui  remplit  ainsi,  sans  qu'il  soit  besoin 
de  transformation  préalable ,  l'office  de  variable  indépen- 
dante. 

606.  Une  équation  aux  différences  de  Tordre  n,  dans  la- 
quelle la  variable  indépendante  x  a  des  incréments  con- 
stants, égaux  à  l'unité,  peut  être  représentée  généralement 
par 

F(^.y»^f^*y. A"y)  =  0;ou  par  F(a:,y,y„y„ y.)=0, 

si  l'on  exprime  les  différences  successives  en  fonction  des 
valeurs  consécutives  de  y  [582].  En  conséquence  on  tire^ 
d'une  équation  du  premier  ordre,  jfi  exprimé  par  le  moyen 
de  y  ;  d'une  équation  du  second  ordre,  t/i  exprimé  au 
moyen  de  y,  et  de  y  ;  et  généralement  une  équation  du  n* 
ordre  fait  connaître  la  valeur  numérique  d'un  terme  de  la 
série,  au  moyen  de  la  valeur  des  n  termes  précédents.  Réci- 
proquement, l'intégrale  de  l'équation  aux  différences^  ou 
l'expression  analytique  du  terme  général  de  la  série  engen- 
drée, doit  contenir  autant  de  constantes  arbitraires  qu'il  y 
a  d'unités  dans  l'exposant  n  de  l'ordre  de  l'équation  :  la 
détermination  de  ces  n  constantes  devait  équivaloir  à  la 
détermination  des  n  termes  qu'il  faut  se  doimer  arbitrai- 
rement, pour  pouvoir  construire  numériquement  la  série 
au  moyen  de  l'équation  proposée.  Ces  remarques  sont  tel- 
lement analogues  à  celles  qui  se  présentent  dans  la  théorie 
des  équations  différentielles,  qu'il  suffit  de  les  indiquer  id. 
607.  Considérons  d'abord  l'équation  générale  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre 

^y  +  yfx  —  tx, 
on  posera,  comme  au  n°  440,  y  =  6^  ce  qui  donnera 

ôM  +  tme  +  Ae.  m  +  $t.  fx=lx. 
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En  raison  de  rindétermination  des  fonctions  6,  t,  cette  équa- 
tion est  susceptible  de  se  décomposer  dans  les  deux  sui- 
vantes 

Pour  faciliter  l'intégration  de  la  seconde,  faisons  B=e*  :  û 
viendra  [589] 

d'où 

et  enfin 

«n  désignant  par  Fx  le  produit  de  toutes  les  valeujps  que 
prend  la  fonction  1  — fx  entre  les  limites  de  l'intégrale  2. 
Cette  fonction  F  ainsi  déterminée,  on  aura 

tx 

Dans  le  cas  où  la  fonction  fx  se  réduit  à  une  constante 
1  —  a,  cette  formule  donne 

tx 

et  si  la  fonction  tx  se  réduit  aussi  à  une  constante  6,  il 
vient 

En  général,  quand  la  fonction /*  devient  constante,  Tinté* 
gration  s'effectue  toutes  les  fois  que  f  désigne  ime  fonction 
rationnelle  et  entière. 

On  peut  renoarquer  que,  si  la  constante  a  se  trouvait  né- 
gative, il  serait  impossible  de  considérer  y  comme  une  fonc- 
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tion  continue  de  x  [2],  à  moins  que  la  constante  arbitraire 
ne  vint  à  s'évanouir,  ce  qui  ferait  disparaître  a*  de  l'équa- 
tion précédente.  Mais,  dans  l'hypothèse  où' y  désigne  le 
terme  général  d'une  série,  et  x  un  indice  qui  ne  comporte 
que  des  valeurs  entières,  rien  ne  s'oppose  à  ce  que  la  con- 
stante a  soit  négative  :  il  en  résulte  seulement  que  les 
valeurs  consécutives  de  a'  sont  alternativement  positives  ou 
négatives. 

608.  Considérons  l'équation  linéaire  aux  différences, 
d'un  ordre  quelconque,  qui  a  pour  forme  générale 

P,  Q,...  U,  V  désignant  des  fonctions  de  x,  ou  (ce  qui, re- 
vient au  même,  attendu  que  les  différences  des  divers  ordre» 
s'expriment  en  fonctions  linéaires  des  valeurs  successives 
de  la  variable  indépendante) 

y.+.  +  Py.-H^i  +  QyHH.-»  + +  Uy.  =  V  •        (a) 

On  prouve,  comme  pour  les  équations  différentielles  ana- 
logues, que  l'intégration  de  (a)  se  ramène  à  celle  de  l'équa- 
tion 

y^.+  Py,+.-i  +  Qy.+^.  + +  Uy.  =  0.         (B) 

Si  l'on  désigne  par  y.^'\yj%  etc.,  des  valeurs  de  y,  pro- 
pres à  vérifier  l'équation  (fr),  celle-ci  a  pour  propriété  carac- 
téristique, comme  l'équation  différentielle  correspondante, 
d'être  encore  vérifiée  par  la  valeur  y,  =  1.  Cjy,^'\  les 
coefficients  C.  désignant  des  constantes  arbitraires.  Par  con- 
séquent, si  l'on  connaît  n  solutions  ou  intégrales  particu- 
lières de  l'équation  (6),  on  en  aura  l'intégrale  générale 
avec  les  n  constantes  exigées.  L'ordre  de  l'équation  à  inté- 
grer s'abaisse  d'une  unité,  si  l'on  connaît  une  intégrale 
particulière,  et  ainsi  de  suite  [462]. 

Les  n  intégrales  particulières  s'obtiennent  très  aisément 
quand  les  coefficients  P,  Q,...U  sont  des  constantes  ;  car,  si 
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Ton  pose  y,  =  m',  d'où  y^^^i  =  m*+*,  on  a,  pour  déter- 
miner m,  réc|[uation  algébrique 

m-  +  Pm— *+  Qm-*  + +  U  =  0;  (m) 

et  si  Ton  en  désigne  les  racines  par  m^^  wi,,. .  .m,,  l'intégrale 
générale  de  l'équation  {b)  prend  la  forme 

609.  Nous  appliquerons  ce  qui  précède  à  un  problème 
assez  curieux  d'analyse  combinatoire  que  Ton  peut- énoncer 
comme  il  suit,  en  convenant^  pour  plus  de  brièveté,  d'ap- 
peler le  nombre  m  Y  exposant  d'une  combinaison  mkm  : 
'  «  Sur  le  nombre  total  des  combinaisons  que  l'on  peut 
faire  avec  un  nombre  d'objets  désigné  par  x,  en  les  pre- 
nant làl,2à2,  3à3,...â;àj;,  déterminer  séparément 
le  nombre  de  celles  dont  les  exposants,  divisés  par  un  cer- 
tain module  n,  donnent  pour  reste  l'un  des  nombres  0,  1, 
2,  3,...  n — 1.  » 

Désignons  par  y'^\  y^^\  y^^'v!/^"*  les  nombres  à  détermi- 
ner, qui  sont  autant  de  fonctions  discontinues  du  nombre 
X.  Si  X  augmente  de  l'unité,  il  est  clair  que  le  nouvel  objet 
à  combiner,  introduit  dans  les  combinaisons  de  la  classe  r 
(ou  dans  celle  dont  l'exposant,  divisé  par  n,  donne  pour  ré- 
sidu r),  les  fait  passer  à  la  classe  r  -|-  1 ,  et  que  de  plus  cet 
objet,  pris  seul,  donne  une  nouvelle  combinaison  à  expo- 
sant 1 .  En  conséquence  on  a 

et  par  suite 

En  continuant  de  prendre  les  différences  successives,  jus- 
qu'à ce  qu'on  soit  arrivé  à  celles  de  Tordre  n,  on  trouve 
finalement 
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L'élimination  entre  les  équations  (C|),  (c,)...(c.)  donne 

Chacune  des  équations  {d)  est  de  la  forme  A'y. = y, , 
d'où  Ton  tire^  en  exprimant  les  différences  en  fonction  des 
valeurs  successives  [582], 

Quand  n  est  pair,  le  terme  en  y,  disparaissant,  Tordre  de 
l'équation  s' abaisse  d'une  unité,  et  il  vient 

Pour  le  cas  de  n  impair  on  a 

.  y*+.—  ;j-  •  y.+.-i  +^  ^  g-  •  y«+— •— . . . .— 2y,,=o  .(tf,) 

L'équation  (m)  devient  dans  le  premier  cas 

=  0, 

m 

et  dans  le  second 

(m— l)*^— 4=0; 
d'où  [79] 

wi  =  4+cos  —  ±1/  —  4.  sin — 

^         in  /       tjr  _«—  tV\ 

=  4cos- (cos- ±  1/ —  4  .sin -Il 

et  en  transformant  convenablement  les  exponentielles  ima- 
ginaires, 

+M,  f2cos-J   cos |-M,  f2cos — 1  ces f-elc.y   /^v 

+  N,  (  2  cos-  )  sm h  N,  (  2cos  —  )  sm h  etc. 

\         n/  n  \  n  /  n 
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Maintenant,  si  l'on  prend  successivement  pour  j/,  cha- 
cune des  fonctions  y^^\  y^^y  y^"~*^,  on  déduira  de  la  formule 
{e)  les  valeurs  de  toutes  ces  fonctions  de  a?,  qui  ne  diffé- 
reront que  par  la  détermination  des  constantes  arbitraires  ' 
G,  M|,  N|,  M^j  N,,  etc.  Quant  à  l'équation  [d^),  il  est  clair 
que  la  formule  (e)  en  donnera  aussi  l'intégrale,  pourvu 
qu'on  ajoute  au  second  membre  le  terme  constant  —  1 . 
D'ailleurs ,  par  une  conséquence  très  connue  de  U  formule 
du  binôme  de  Newton, 

y(0)    +   y(.)    ^  y(l,    + +î^<-')=2----r 

En  prenant,  par  exemple,  n  =  4,  et  en  déterminant  con- 
venablement les  constantes  arbitraires,  on  trouve 

y(«)  =  -.2'--(|/8)  cos  -ira:,     . 

t  ^  r     \'      ^ 

yW  =  -  .  2-  —  -  [yij  sin  -  Tra: . 

610.  On  parvient  quelquefois  à  exprimer  les  intégrales 
des  équations  aux  différences,  au  moyen  d'intégrales  finies 
ordinaires.  Pour  faire  connaître  l'esprit  de  la  méthode,  pre- 
nons l'équation 

y^i  (m  +  0?)  +  y.  (m  +  2a?)  =  0 , 

dans  laquelle  nous  supposerons  que  m  est  une  constante* 
positive.  Posons  ^ 

il  désignant  une  fonction  de  (ù  dans  laquelle  x  n'entre  pas  : 
il  s'agit  de  déterminer  cette  fonction  et  les  limites  de  l'inté- 
grale, de  manière  à  satisfaire  à  l'équation  proposée. 
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Cette  équation  donne 

(m  +  x)Jh.  w'+^  rfea  +  (m  H-  2x)  /n  (v,'rf<w  =  0  , 
ou 

Mais  on  a,  en  intégrant  par  parties. 

Donc,  si  Ton  prend  pour  les  limites  de  Tintégrale  deux  rar- 
cines  de  l'équation 

réquation  (/*)  deviendra 

et  l'on  y  satisfera  indépendamment  de  x,  en  déterminant  la 
fonction  fî  par  l'équation  différentielle 

qui  donne 

C  désignant  une  constante  arbitraire.  Après  qu'on  a  sub* 
stitué  cette  valeur  de  £l  dans  l'équation  (o)),  elle  devient 

C(2«  +  €-■)*  =  0, 

et  comme  on  a  supposé  le  nombre  m  positif ,  on  y  satisfait 
en  prenant  pour  les  limites  de  l'intégrale 

d'où 

L'expression  deviendra  plus  élégante,  si  l'on  fait 

*>  =  cosa  —  4 ,  2m  +  «>>*  =  ""'  sin*  «,  dw rr  —  sin  a ita , 

ce  qui  donne 
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y.  =  G  (—  <)•  /  ^'{i — cos  a)'  (sin  a)—*  dx. 

On  a  d'ailleurs,  pour  déterminer  la  constaate  arbitraire  C, 
au  moyen  de  la  valeur  initiale  y^^  l'équation 

yo  =  C  /  "(sina)— *  da. 

611.  Pour  donner  un  exemple  d^intégration,  dans  le  cas 
où  l'on  ne  suppose  pas  constante  la  différence  de  l'une  des 
variables,  concevons  qu'il  s'agisse  de  déterminer  en  fonction 
de  X  la  quantité  y,  qui  satisfait  à  l'équation 

yu  =  yj  —  î,  (g) 

ou  le  terme  général  de  la  série  des  valeurs  de  y  que  l'on 
construirait  avec  cette  équation  :  les  valeurs  initiales  de 
Xyy  étant  x»,  t/o-  Soit  i  l'indice  de  deux  termes  qui  se  cor- 
respondent dans  la  série  des  valeiu^  de  x  et  dans  celle  des 
valeurs  de  y  ;  on  aura 

L'équation  (g,)  est  linéaire  et  a  pour  intégrale 


Si  Ton  met  la  valeur  initiale  y^  sous  la  forme 


1 

l'équation  (g,)  donnera 

4  4  j       i 

et  par  suite 

On  doit  remarquer  que  la  dernière  équation^  qui  est  l'in- 
tégrale complète  de  {g) ,  renferme  les  deux  constantes  arbi- 
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traires  et  indépendantes  a;,,  c,  ou  x^,  y^  ;  parce  qu'en  effet 
réquation  {g)  ne  peut  être  construite  qu'après  qu'on  Ta 
transfonnée  dans  le  système  des  équations  {g^  et  (g^),  et 
qu'on  s'est  donné  arbitrairement  rr.,  y^.   • 

612.  Panni  les  problèmes  de  pure  géométrie,  dont  la 
solution  peut  se  rattacher  à  l'intégration  d'équations  aux 
différences,  entre  des  variables  continues,  nous  citerons  le 
suivant,  connu  sous  le  nom  de  problème  des  trajectoires  re- 
dproques. 

On  demande  de  tracer  une  courbe  MM'  {fig.  104)  t^Ue 
que,  si  l'on  construisait  la  courbe  NN'  qui  lui  est  symé- 
trique par  rapport  à  l'axe  des  y,  et  si  l'on  imprimait  à  celle- 
ci  un  mouvement  de  translation  parallèlement  à  l'axe  des 
y,  elle  couperait  toujours  la  première  sous  un  angle  constant 
a=:sat;  as,  at  étant  les  twgentes  aux  deux  courbes,  me- 
nées par  le  point  a  où  elles  coupent  l'axe  des  y. 

Soient  p,q  deux  points  pris  sur  l'axe  des  x  à  égales  dis- 
tances de  l'origine  ;  menons  les  ordonnées  pn,  qnn',  et  tra- 
çons la  trajectoire  w'  qui  passe  par  le  point  n'  :  l'angle 
vn'7  =  Nnç,  puisque  la  trajectoire  NN  s'est  transportée  en 
w'  en  glissant  parallèlement  à  Taxe  des  y  ;  l'angle  Nnç  est 
égal  à  Mmp,  à  cause  de  la  symétrie  des  courbes  MM',  NN' 
par  rapport  au  même  axe  ;  donc  l'angle  an'v  =  an'q  -f-  gn'v 
=  an'q  +  Mmp.  Mais  on  a  aussi,  par  hypothèse,  an'y = «, 
et  si  l'on  désigne  par  fx  l'ordonnée  de  la  courbe  MM',  par 
a?  et  —  X  les  abscisses  Oq,  Op,  il  viendra 

tang  an'q  =  — - ,     tan^r  tlmp  = 


par  conséquent  la  fonction  f  x  doit,  d'après  les  conditions 
du  problème,  vérifier  la  relation 

arc  tang  -^7-  +  arc  lang  =«.  (0 
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Posons 

— -a+  arc  tang— =  £r:  (*) 

réquation  (t)  devient  fx-\-f{  —  a:) = 0 ,  et  elle  exprime  que 
la  fonction  f,  qui  d'ailleurs  peut  être  prise  arbitrairement, 
est  une  fonction  impaire. 
On  tire  de  l'équation  {k) 

_  *  _   i  —  tapg^g.  tang  tx   ^ 

~  tang(ia  +  fe)~       tang  J  a  +  tang  tx   ' 

mais  quand  tx  désigne  une  fonction  impaire  quelconque^ 
tang  tx  désigne  aussi  une  fonction  impaire  quelconque  : 
donc  on  peut  écrire  plus  simplement 

tang  1 3c  +  f x 
et  par  suite 


"=j 


4  — tang  {  a.tx 

tang  \i*  +  tx 


dx. 


l'intégration  amenant  une  constante  arbitraire. 

Si  l'on  voulait  rattacher  cette  solution  au  calcul  intégral 
aux  différences,  on  poserait 

arc  tang— =  yo    arc  tang  ■——•=:  y,+„    x^,>=—xt, 

d'où 

x,=a(-l)',    y,  =  i« +  *(-<)', 

et  en  éliminant  i, 

Les  lettres  a,  bj  c  désignent^  dans  le  cas  de  la  discontinuité 
des  variables ,  des  constantes  arbitraires  qui  deviennent^ 
dans  le  cas  contraire^  des  fonctions  de  i  assujetties  seule- 
ment à  ne  pas  changer  de  valeur,  lorsque  i  augmente  de 
l'unité  ou  lorsque  x  se  change  en — x.  Donc,  dans  l'équation 
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arctang  —  —  ^a  +  cx,  (/) 

c  représente  une  fonction  paire  quelconque,  et  ex  une  fonc- 
tion impaire  quelconque  de  la  variable  x  ;  au  moyen  de 
quoi  les  résultats  exprimés  par  les  équations  {k)  et  {l)  coïn- 
cident. Ce  raisonnement  a*  la  rigueur  exigée,  parce  qu'on 
peut  concevoir  que  le  passage  de  la  discontinuité  à  la  conti- 
nuité n'a  lieu  qu'après  l'élimination  de  la  fonction  discon- 
tinu e  .( —  1);  mais  on  vient  de  voir  qu'il  est  plus  simple  de 
n'y  pas  recourir. 


ADDITIONS. 


I.   —  ÉTUDX    DES    FONCTIONS   d'uNE  YARIABLE   IMAGINAIRe; 
PAR  MM.   BRIOT  ET  BOUQUET  (*)• 

Ce  Mémoire  contient  les  principes  de  la  théorie  des  fonctions  d*ane  Ysriable 
imaginaire. 

Nous  adoptons  la  définition  donnée  par  M.  Cauchy,  et  nous  Fexpliquons  par 
des  exemples. 

Nous  étudions  ensuite  les  propriétés  des  fonctions  définies  par  des  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et  croissantes  de  la  irairiable. 

Ceci  nous  permet  d^établir,  d'une  manière  nette  et  précise»  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  fonction  se  développe  en  série  conveinenta 
suivant  les  puissances  entières  et  croissantes  de  la  variable.  Nous  faisons 
disparaître  ainsi  les  nuages  qui  obscurcissaient  encore  le  beau  théorème  de 
M.  Gauchy. 

Nous  donnons  ensuite  les  principales  propriétés  des  fonctions,  ceUes  dont  la 
connaissance  sert,  en  quelque  sorte,  de  fondement  à  cette  nouvelle  branche  de 
Vanalyse  mathématique. 

S  I.  —  Définitions. 

1 .  M«  Gauchy  définit  de  cette  manière  les  fonctions  d'une  variable  imaginaire. 
Soit 

la  variafile  imaginaire  ;  si  Ton  désigne  par  X  et  Y  deux  fonctions  réelles  quelcon- 
ques des  deux  variables  réelles  xeiy,  la  quantité 

M  =  X+Yt 

pourra  être  considérée  comme  une  fonction  de  s  ;  car,  à  chaque  valeur  de  la 
variable  imaginaire  s,  c'est-à-dire  à  chaque  système  de  valeurs  des  variables 
réelles  xei  y,  correspond  un  système  de  valeurs  de  Xetde  Y,  et  par  conséquent 

une  valeur  de  a.  

La  variable  ima^naire  s  est  la  réunion,  au  moyen  du  symbole  (/—  4,  que 

nous  représentons  par  la  lettre  t,  de  deux  variables  réelles  et  indépendantes  » 
et  y.  La  variation  de  s  est  indéterminée,  car  on  peut  faire  varier  simultanément 
les  deux  variables  x  et  y,  en  établissant  entre  elles  telle  relation  que  Ton  vpudra. 


n  Bitrtit  da  Jêwnêl  ée  VÉcolt  ?ûint$ekmfue^  tome  XXI,  (laSS). 
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Si  les  deux  fonctions  réelles  X  et  y  y^ifeol  .d'uiye  manière  continue  avec  x  et  y, 
on  dit  que  u  est  une  fonction  continue  de  z. 

On  se  fait  une  idée  très  nette  de  ce  qui  précède,  en  imaginant  que  x  et  y  soient 
les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  x  du  plan  horizontal,  la  variation  de  z 
sera  figurée  par  la  courbe  décrite  par  ce  point.  Que  Ton  conçoive ,  en  outre, 
doux  surfaces  ayant  pour  ordonnées  verticales,  Fune  X,  Tautre  Y,  ces  deux  sur- 
faces représenteront  la  /onctvop  ^  ;  si  le  point  a  ^crit  dans  le  plan  horizontal 
une  certaine  courbe,  les  extrémités  des  ordonnées  verticales  traceront,  sur  les 

■ 

sy^Êices,  4Wf  ^f^P?  Û^i^^  Vei^s^^e  fudii^up  la  v^iat^og  cyFf^espQnd^nf/s  de  la 
fonction  u. 

Qn  fpifi  2(,u3si  rpprj§senter  ^  fopct^u  ff,  comme  }^  variole  z,  eu  suppi^^^nt 
que  X  et  Y  soient  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  u  du  plaj^  |}arifo;Dt|J. 
Quai),4  Ip  po;pt  «  ^e  ïqpvX  suf  i^^e  couri^,  \fi  j^int  ^  cj^qn^  un$  pourl)^  coi^^ 
pondante. 

9.  Concevons  que  i^  variaUe  z  reste  comprise  dans  une  certaine  portion  du 
plan  ;  si  la  fonction  u  prend  la  même  valeur  94  même  point,  quel  que  suit  le 
cbemiB  suivi  pour  j  arriver,  sans  sortir  de  la  portion  du  plan  consïié^,  M.  Cau- 
chy  di(  que  la  fonction  est  manodrome  dans  cette  portion  du  plan.  Il  est  clair  qs» 
si  le  point  z  décrit  une  courbe  fermée  quelconque  dans  la  portion  du  i^n  consi- 
dirée,  la  fonction  u  revient  à  la  même  valeur,  en  d'autres  termes,  le  point  tr 
décrit  aussi  une  courbe  fermée. 

Une  fonction  rationnelle  de  z  est  une  fonction  monodrome  dans  tnute  retendue 
du  plan.  Il  en  est  de  même  lorsque  X  et  Y  sont  deux  fonctions  rationnelles  quel- 
conques de  X  et  y  ;  plus  généralement,  lorsque  chacune  des  deux  surfaces  par 
lesquelles  nous  représentons  u  couvre  tout  le  plan  horizontal  par  sa  projection, 
e(  n'^  q^'^n  pqin(  sur  chaque  verticale. 

S.  Considérons»  comme  exemple,  la  fonction  définie  par  Téquation, 

Nous  supposons  que,  pour  2  =  0,  ouatf  =  +4;  disant  varier  x  i  partir  du 
point  0  sur  une  courbe  quelconque  >  nous  suivons  la  variation  de  z  par  la  coati- 
nuité.  Marquons  le  point  A  qui  correspond  i  la  valeur  2  =  —  4  {/îg.  4).  Deux 
çfiemins  t^ès  rapprochés  06M ,  QCM,  ^)|^t  ç|n  pctint  Q  à  un  mêmç  p(4pt  y  du 


/ 
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plan,  et  ne  comprenant  pas  entre  eux  le  ^oint  A,   conduiront  à  une   même 
valeur  de  tt* 

En  effet,  subdivisons  les  deux  chemins  en  éléments  correspondants  très  petite 
0  b^j  ^i^i, . . .  ;  0  Cl,  C|Ct, . . .  ;  si  VoA  va  du  point  0  au  point  voisin  h^  par  le 
chemin  G  6^  ou  par  le  chemivtOcihi,  ou  airivera  à  des  valeurs  de  u  peu  dif- 
férentes de  la  valeur  initiale  i»  =  -+-  i ,  et  par  conséquent  peu  différentes  entre 
elles.  Mais  cette  différence  est  rigoureusement  nulle  ;  car  les  deux  racines  de 
l'équation  u*  =  a  +  4  ayant  entre  elles  au  point  b^  une  différence  finie,  on  a 
nécessairement  la  même  racine  u^.  Partons  maintenant  du  point  6^  avec  la  va- 
leur «i  de  la  fonction  comme  valeur  initiale,  et  allons  au  point  voisin  b^  par  les 
deux  chemins  b^  6,,  b^  C|  c^  6,  ;  en  vertu  du  même  raisonnement,  la  fonction 
prendra  au  point  b^  la  même  valeur  u^  :  mais  quand  on  revient  de  &|  en  C|,la 
fonction  reprend  en  c^  la  valeur  qu'elle  avait  en  ce  point,  quand  on  allait  de  0 
en  Cl  ;  ainsi  les  deux  chemins  O&i,  0C|6|,  conduisent  à  la  même  valeur  u^  de 
la  fonction  en  b^.  En  continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  voit  que  les  deux 
chemins  06M,  OGM,  conduisent  à  la  même  valeur  de  la  fonction  en  M . 

D  résulte  de  ce  qui  précède,  que  deux  courbes  quelconques  allant  du  point  0 
au  point  M,  et  telles,  que  Ton  puisse,  par  déformations  successives,  transformer 
Fnne  dans  l'autre  sans  passer  par  le  point  A,  conduisent  à  la  même  valeur  de  la 
fonction  au  point  M.  Ainsi  la  fonction  u  est  monodrome  dans  toute  portion  du  plan 
qui  ne  comprend  pas  le  point  A,  par  exemple,  dans  le  cercle  décrit  du  point  0 
cotntne  centre  aVec  un  rayon  plus  petit  que  lunité. 

Supposons  maintenant  que  Ton  aille  du  point  0  à  un  point  a  voisin  du  point 
ki  et  que  Ton  décrive  autour  de  ce  point  une  courbe  fermée  très  petite  abcda  ; 
les  deux  racines  deFéquation  différant  très  peu  l'une  de  Tautre  dans  le  voisinage 
du  point  A,  la  fbnetion  ne  revient  pas  à  la  valent  qu'elle  avait  primitivement  en 
À.  En  effet  si  l'on  pose 


on  a 


zzzz  —  i  -i-  re 


1  ^■ 
ta  r  e  , 


df 


QttiOMl  on  décrit  la  droite  0  a  (fig.  2),  la  valeur  de  la  fbnetion  reste  réelle  et 

Fig,  2. 

y 
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positive  et  diminue  de  +  4  à  -|-  r>;  quand  on  décrit  ensuite  U  courbe  fermée 
abeda,  Fangle  0  Tarie  de  0  à  S  k,  la  fonction  u  acquiert  en  a  la  valeur  négative 

rîe*   ou  — -  f  *•  Si  Ton  revient  de  a  en  0  suivant  la  droite  a  0,  la  fonction  reste 
négative  et  arrive  en  0  avec  la  valeur  —  4  »  différente  de  la  valeur  initiale  +  4 . 
Il  est  aisé,  d'après  cela,  de  comprendre  comment  deux  chemins  OBM,  OGM 
{Ikf.  3),  comprenant  entre  eux  le  point  A,  conduisent  h  de»  valeurs  très  diffi^- 

Ft/.  8. 


rentes  de  la  fonction.  En  effet,  prenons  un  point  a  voisin  de  A  et  décrivons  autour 
du  point  A  jme  courbe  fermée  abcda  ;  le  chemin  OBM  peut  être  remplacé  par  le 
diemin  OaM ;  de  même,  le  chemin  OCM  par  le  chemin  OabedaM  j  car,  en  défor 
mant  le  dernier,  on  le  ramène  à  OGM  sans  passer  par  le  point  A.  Suivons  main- 
tenant ces  deux  chemins  OaM,  OabedaM,  peu  différents  Tun  de  Tautre  ;  de  0  en 
a  les  valeurs  de  la  fonction  sont  les  mêmes  de  part  et  d'autre.  Quand,  suivant  le 
second  chemin,  ou  a  décrit  autour  du  point  A  la  courbe  fermée  abcda^  la  fonc^ 
tion  revient  en  a  avec  une  valeur  différente  de  celle  qu'elle  avait  précédemment  ; 
on  part  donc  du  point  a  avec  des  valeurs  différentes  pour  parcourir  la  même  ligne 
«M,  et  les  deux  valeurs  delà  fonction  diffèrent  de  plus  en  plus. 

Ainsi  la  fonction  cesse  d'être  monodrome  dès  que  la  portion  du  plan  considérée 
comprend  le  point  A.  On  peut  classer  les  chemins  qui  vont  de  l'origine  à  un  point 
quelconque  M  du  plan  en  deux  catégories  :  ceux  qui  se  ramènent  au  chemin  rec- 
tiligne  sans  passer  parle  point  A,  et  ceux  qui  s'y  ramènent  avec  une  révolution 
autour  du  point  A  ;  les  premiers  conduisent  à  la  même  valeur  de  la  fonction  an 
point  M,  les  autres  donnent  une  autre  valeur  i  la  fonction. 

Nous  avons  vu  qu'une  circonférence  décrite  autour  du  point  A  change  la  va- 
leur de  la  fonction.  Un  second  tour  reproduira  la  valeur  primitive.  Ainsi,  tout 
chemin  qui  se  ramène  à  un  autre  avec  deux  cercles  autour  du  point  A,  conduit 
à  la  même  valeur  de  la  fonction. 

4.  Une  fonction  implicite  définie  par  une  équation  algébrique  entre  s  et  », 
présente  des  circonstances  analogues  à  ceUes  dont  nous  venons  de  parier.  On 
part  d'un  point  déterminé  zm^z^  avec  une  valeur  initiale  «  »  «oi  Tune  des  ra- 
cines de  l'équation  pour  s  »  !#  ;  le  point  s  décrivant  une  certaine  eoorbe,  h 
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fonction  «  varie  d*une  manière  continue.  Tant  que  Ton  reste  dans  une  portion  du 
plan  ne  comprenant  aucun  point  pour  lequel  la  fonction  u  devient  égale  à  une 
autre  racine  de  Téquation,  la  fonction  est  monodrome.  Elle  cesse  en  général  de 
l'être  dès  que  Ton  dépasse  un  de  ces  points.  Les  fonctions  de  ce  genre  sont  Tob- 
jet  d*un  remarquable  travail  de  M.  Puiseux»  qui  a  £dt  voir  comment  les  racines 
de  réquation  se  permutent  les  unes  dans  les  autres  quand  oa  tourne  autour  des 
poiQts  pour  lesquels  Téquation  a  des  racines  égales  (*). 

5.  Prenons  pour  second  exemple  la  fonction 

«  =  log(l  ^%). 
Nous  supposons  que  Ton  parte  de  2  =  0  avec  la  valeur  initiale  »  s  o.  Cette  fouc  - 
tion  est  monodrome  tant  que  Ton  reste  dans  une  portion  du  plan  ne  comprenant 
pas  le  point  A  qui  correspond  à  2  =:  —  4 .  Mais  si  Ton  tourne  autour  de  ce  point, 
la  fonction  éprouve  à  chaque  tour  un  accroissement  égal  à  M  ;  elle  est  donc 
susceptible  de  prendre  en  chaque  point  du  plan  une  infinité  de  valeurs. 

6.  Lorsqu'une  fonction  u  d'une  variable  imaginaire  z  est  continue,  à  un  ac- 
croissement infiniment  petit  de  la  variable  correspond  un  accroissement  infini- 
ment petit  de  la  fonction^  et  la  limite  du  rapport  de  raccroissement  de  la  fonction 
àTaccroissement  de  la  variable  est  la  dérivée  de  la  fonction.  On  a  donc 

dx  +  idy  * 

3x  "*"  *  dx  "^  W"*"  *  <<y/  3£ 

ax 

En  général  la  dérivée  dépend  de  la  quantité^,  et  par  conséquent  de  la  di- 
rection du  déplacement  infiniment  petit  donné  au  point  s,  A  chaque  direction 
de  déplacement  correspond  une  dérivée  particulière,  et  la  fonction  a  ainsi,  pour 
une  même  valeur  de  y,  une  infinité  de  dérivées. 

Lorsque  la  valeur  de  la  dérivée  est  indépendante  de  la  direction  du  dépkce- 
ment,  en  d'autres  termes,  lorsque  la  fonction  admet  une  dérivée  unique  en  chaque 
pmnt,  M.  Cauchy  dit  que  la  fonction  est  inonogène. 

Pour  qu'une  fonction  soit  monogène»  il  est  nécessaire  que  le  rapport  arbitraire 

j^  disparaisse  de  l'expression  de  la  dérivée,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

dX      .dY       ^^i^ 

d»        dx 3y         dy 

- — î ï~' 


[*)  J9mnuu  ie  Mën^àHêtiquet  de  M.  Uoaville,  iomt  XV,  page  305 


eu 


du 

_(iX  +  ttfY 

dz" 

"  dx  -^  idy 

du 
33  = 
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Les  fonctions  X  et  Y  étant  .réelles,  cette  équation  se  décompose  en  deux  : 

dX_d[¥        1 

dy  "~       dx  V 

7.  Ces  conditions  analytiques  ont  une  signification  géométrique  très  remar- 
quable. Considérons  les  deux  surfaces  ayant  pour  ordonnées  verticales  X  et  Y,  les 
relations  (4)  indiquent  que  si  Ton  fait  tourner  d'un  angle  droite  et  de  Taxe  des 
X  vers  Vaxe  des  y,  la  surface  X  autoqr  d'upe  vârlicale  quelconque,  le  plan  tangent 
à  cette  surface  au  point  situé  sur  cette  verticale  devient  parallèle  au  plan  tangent 
à  la  surface  Y  au  point  correspondant.  6a  effet,  Içs  qorn)ales  aux  points  corres'* 
pondants  aux  deux  surfaces  X  et  Y  f«nt  av£C  les  trois  axes  des  coordonuéet»  des 
angles  dont  les  cosii^is  sont  proportionnels  respectiveo^ent  à 

dX         dX 
dx'        dy' 


-4, 


dï         rfY 

di'        "■•         ~"  *• 


La  rotation  indiquée  amène  Taxe  des  x  dans  la  direction  de  Taxe  des  y,  et  la 
direction  de  Taxe  des  y  dans  la  direction  inverse  de  Taxe  des  x;  après  cette  rota- 
tion, la  normale  à  la  surface  X  fait  donc  avec  les  axes  priraiti&des  aBgles  dont 
les  cosinus  sont  proportionnels  respectivement  à 

dX         dX         _ 
"dy'        dx' 

ou,  en  vertu  des  relations  (1),  aux  quantités 

dY         dY  _ 

dx'        dy'  ' 

donc  elle  est  parallèle  à  la  normale  à  la  surface  Y. 

On  voit  aussi  que,si,  par  une  verticale,oa  mène  d^ux  plans.rectaiigvdair09  quel- 
conques, les  tangentes  aux  sections  déterminées  par  ces  deux  plans  dans  les  deux 
surfaces  font  respectivement  des  angles  égaux  avec  la  verticale. 

Remarquons  encore  que,  pour  que  la  fonction  u  soit  monogène,  aucune -des 
deux  fonctions  réelles  X  et  Y  qui  la  composent  ne  peut  être  arbitraire  ;  car,  en 
vertu  des  relations  (I),  chacune  des  fonctions  doit  satisfaire  à  Téquation  aux 
différences  partielles  du  second  ordre 

dx*  "*"dy«~^* 

Les  deux  surfaces  X  et  Y  ne  sont  convexes  en  aucune  de  leurs  parties;  car  leurs 
indicatrices  aux  points  correspondants  se  projettent  sur  le  plan  horizontal  suivant 
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des  hyperboles  équilatères  égales,  dont  chacune  a  pour  axes  les  asymptotes  de 
Tautre. 

S .  Les  conditions  (h  )  pour  qu'une  fonction  soit  monogène  sont  susceptibles 
d^une  auti-é  interprétation  géométrique  qui  a  ^té  remarquée  par  M«  Cauchy.  Si 
Ton  représente  la  fonction  u,  comme  la  variable  x^  parle  mouvement  d'un  point' 
dans  le  plan  horizontal,  quand  lé  point  z  ^  déplacé  dans  diverses  directions  le 
point  u  se  déplace  également  suivant  des  directions  différentes  ;  si  la  fonction  est 
monogène,  les  courbes  décrites  par  le  point  u  font  entre  elles  les  mômes  angles' 
que  les  courbes  correspondantes  décrites  par  le  point  x.  En  effet,  soient  ds  et 
dS  deux  éléments  correspondants  décrits  par  les  points  z  et  tf ,  on  a 

(dS)«  =  (dX)«  +  (iY)«  =  (g  <*«  +  g  «Tj/  /  +  (M  "^'-^  Ty  ^yf' 
et,  si  les  conditions  (4  )  sont  remplieT, 

Eu  posant,  pour  abréger, 

on  en  déduit 

Considérons  maintenant  deux  triangles  infiniment  petits  formés  par  des  élé- 
mentsxorrespondants  ;  les  cOtés*  étant  pfopôrtiottnéfsr,  léè  adgles  sdtfYé^ux'. 

Potil^'iftbtttrBr  uïieapplicatidii'de  ce  thérirôme;  considèrent Wïôûctîtfti' 

tf  zz  cos  2  ; 
les  fonctions  réelles 

X  =  £jl£lcosx,      Y  =  -  ^^IlLlsin*, 

satisfont  aux  conditions  (1),  puisque  la  fonction  u  estmonogènë.  SuppOfion^'que' 
le  point  z  se  meuve  parallèlement  à  Taxe  des  x,  et  ensuite  parallèlement  à  Taxe 
des  y,  le  point  u  décrira  deux  sériée  de  lignes  orthogonales;  ces  lignes  ont  pour, 
équations 


(i^y 


cos*  X       sin*  X 
ce  sont  des  ellipses  et  des  hyperboles  faomofocaleflf. 
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••  La  foDctioo  très  simple 

a  ^  «■  -^-  If •  -f-  txffi 

est  moDodrome  dans  toute  retendue  du  plan;  mais  elle  n'est  pas  monogène.  car 
les  fonctions  réelles 

X  =  ««  +y\       Y  =  «*|f, 

ne  satisfont  pas  aux  conditions  (4)»  excepté  au  point  s  »  0.  Une  fonction  «» 
définie  par  Téquation  algébrique 

est  an  contraire  monogène  sans  être  monodrome.  La  dérivée,  pour  chaque  groupe 
de  valeurs  de  s  et  u,  est  donnée  par  Téquatiou 

dF 
du 3î 

<<«"■     3f' 

Cette  dérivée  a  une  valeur  unique  et  finie,  excepté  pour  les  couples  de  valeurs 
qui  annulent  j-  ;  alors  la  dérivée  devient  infinie  ou  admet  un  nombre  limité  de 
valeurs. 

f  IL  —  Propriétés  des  lériM  ordonnées  sniTtnt  les  poisstnces  entières  et  croistanta 

de. la  variable. 

lO.  Lemme.  —  Lorsçtf'ofi  muUiplie  les  lermet  dune  êérie  eon^ergeide 
uymU  tous  ses  termes  positifs,  respedivemetU  par  des  nombres  fueleonques, 
mais  qui  n'augmentent  pas  à  VinfM^  on  obtieni  une  nouvelle  série  convsr- 
genie. 

Soit 

<if  -|-  *i  "H  *f  4"*  •  • 

une  série  convergente  ayant  tous  ses  termes  positift  ;  si  l'on  multiplie  les  termes 
de  cette  série  par  les  nombres 

qui  n'augmentent  pas  k  Tinfini,  on  obtient  une  nouvelle  série  convergente 

do^o -|-ii|6j  4*01^1  +•••• 
En  effet,  prenons  m  termes  à  partir  du  terme  de  rang  »,  lasdmme 

égale  évidemment  la  «mmie  , 
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multipliée  par  une  moyenne  entre  les  quantités 

La  série  proposée  étant  conTergente,  la  dernière  somme  a  pour  litaiite  zéro,  si 
grand  que  soit  m,  quand  on  fait  augmenter  n  indéfiniment.  D'autre  part,  les 
nombres  par  lesquels  on  multiplie,  et  par  conséquent  leur  moyenne,  conservent 
des  valeurs  finies  ;  donc  la  première  somme  a  aussi  pour  limite  zéro,  et  la  seconde 
série  est  convergente. 

11 .  Théorème. —  Etant  donnée  une  série  ordonnée  suivant  Us  puissances 
croissantes  d'une  variable  imaginaire;  si  pour  une  anUeur  de  la  variable  dont 
le  moduleest  R,  les  modules  des  termes  delà  série  n^augmentent  pas  à  Vinfini, 
la  série  sera  conmrgente  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  dont  le  module 
est  plus  petit  que  R. 

Soit 

la  série  proposée,  dans  laquelle  z  désigne  la  variable  ima^naire,  Uq,  tf| ....  des 
coefficients  réels  ou  imaginaires.  Appelons  Oq,  a|,...  les  modules  des  coefficients. 
Nous  supposons  que  les  modules 

des  différents  termes  de  la  série,  pour  une  valeur  de  z  dont  le  module  est  R, 
n'augmentent  pas  à  l'infini.  Donnons  à  la  variable  une  valeur  dont  le  module  p 
soit  plus  petit  que  R,  et  considérons  la  série  convergente 

R      R*  "*"••••» 
si  nous  multiplions  les  termes  de  cette  série  respectivement  par  les  nombres 

qui  conservent  des  valeurs  finies,  nous  obtiendrons,  en  vertu  du  lemme  précé- 
desùif  une  nouvelle  série  convergente 

fl«-*-fliP-*-  «iP?+ 

Ainsi,  pour  toute  valeur  de  z  ayant  un  module  plus  petit  que  R,  la  série  des  mo- 
dules est  convergente,  et  par  conséquent  la  série  proposée  elle-même  (*). 

IS.  Scolie. —  Soit  R  le  plus  grand  module  de  x,  pour  lequel  les  modules 
des  termes  de  la  série  n'augmentent  pas  à  l'infini  ;  de  l'origine  comme  centre 
avec  un  rayon  égal  à  R  décrivons  un  cercle.  D'après  le  théorème  précédent,  la 


O  Ce  théorème  a  été  démoutré  d*one  istre  MaBlère  par  M.  Gaachy  dans  ses  Dooveaos 
'    r,  tome  Ilf,  page  388. 
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série  est  convergente  pour  toutes  le»  valeurs  de  z  situées  dans  Tintérieur  de  ce 
cercle,  que  nous  appelerons  pour  cette  raison  cercle  de  convergence.  Elle  est 
divergente  pour  tous  les  points  exiéri^rs  ;  car  sf  l'on  dofme  à  x  une  valeur 
ayant  un  module  plus  grand  que  R,  les  modules  des  termes  aupaentent  à  Tin- 
fini.  Sur  la  circonférence  même  la  série  peut  être  oonvei^nte  en  certains- points-, 
iafinieou  indéterminée  en  d'autres. 

U  importe  de  bipn  compfen<ke  Texistenee  du  cercle  de  convergence.  Qàe  Vm 
imagine  des  valeurs  croissantes  du  module  pour  lesquelles  les  modnks^  des  termes 
conservent  des  valeurs  finies.  Ou  ces  valeurs  croissantes-  tendent  vers  une  limite 
finie  et  déterminée  R,  ou  elles  augmentent  à  Tinfini.  Dans  le  premier  cas,  la 
limite  Rest  le  rayon  du  cercle  de  convergence  ;  dans  le  second  cas,  la  série  est 
convergente  dans  toute  Tétendue  du  plan.  , 

Remarquons  qu'en  chacun  des  points  intérieurs  au  cerde,  non^seulement  l» 
série  proposée  est  convergente,  mais  encore  la  série  des  modules  de  ses  difië- 
rents  termes. 

IS.  Appliquons  à  quelques  exemples. 
La  série 


*  +  f +  4:2  +  rr3"^--" 


est  convergente  dans  toute  retendue  du  plan. 
La  série 

est  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  4 .  La  série  est  encore  convergente  sur 
la  circonférence  limite,  excepté  au  point  qui  correspond  à  l'argument  zéro  ;  en  ce 
point  la  somme  est  infinie. 

Il  peut  arriver  que,  le  point  x  s* éloignant  du  centre  jusqu'à  la  circonférence,  la 
omme  de  la  série  tende  vers  une  valeur  finie,  et  que  cependant  en  ce  point  extrê- 
me la  série  soit  indéterminée.  Considérons  par  exemple,  la  série 

cont«i|[ant6  dans  leoMrele'deirftyoti  4.  Posons 

X  ==  pe«S 

et^kôesant  l'arguneot  constanti  faisons  crottnsUiMàile  p  jotqii'à  l'onilé;  Lr 

4 

somme  de  la  série  tend  vers  une  valeur  finie  et  déterminée  -.,  excepté  quand 

4— e 

fit 
=  0,  et  cependant  pour  ji  =  e    la  série  a  une  somme  indéterminée. 

Lorsque  le  rayon  du  cercle  de  convergence  se  réduit  à  zéro,  la  série  n'est  ceft- 
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vergente  pour  aucune  valeur  de  k  variable,  excepté  pour  ;a=  0«;  il  en  est  ainsi 
de  la  série 

\4k.  XHÉORÈME..II.  -^  UnesériêiOrdommsuàwii  lespuismncefforoissantes 
de  la  variable ,  est  une  fondioru  cmtinue  dam  l'kUérieur  du  cercle  de-  cm- 
vergence. 

Désignons  par /*(;() la  somme  delà  série 

que  nous  supposons  convergente  dans  Fintérieur  du  cercle  R.  Appelons  f>(z)  la 
somme  des  n  premiers  termes  de  la  série,  et  ^  {z)  le  reste,  nous  aurons 

De  Torigine  comme  centre,  avec  un  rayon  R'  un  peu  plus  petit  que  R*  décrivon» 
un  cercle.  On  peut  assigner  une  valeur  de  n  telle,  que,  pour  cette  valeur  et  pour 
toutes  les  valeurs  plus  grandes,  le  module  du  reste  ^  (c  soit  constamment  plus 
petit  qu'une  quantité  très  petite  donnée  a,  dans  Fintérieur  du  cercle  R'.  Il  suffit, 
pour  cela^  de  prendre  n  tel,  que  Fon  ait 

ce  qui  est  possible,  puisque  la  série 

Oq  -f  ttjR'  +.. . 

est  convergente.  Pour  tout  module  p  plus  petit  que  R',  on  ^aura,  à  plus  forte 
raison, 

«,P.  +  fl-4^iP"^'    4....<«- 

Le  modale  du  reste  <//  {z)  étant  plus  petit  que  cette  somme,  ;seca  luirmémemiMUr 
dre  que  a. 

Supposons  maintenant  que  nous  donnions  à  la  variable' denxivaleun  vwôaes' 
z  et  2'  comprises  dans  Fintérieur  du  cercle  R^  la  fonction  prendra,  les  deux 
valeurs 

f{z)  =  <p<«)  +  +W,       nz')  =  ?(«')  +  4/(«'), 

dont  la  différence  est 

/:(»•) --  fi{^  =  9ii[)  ^  <f{z)  +-4(«^)  -  ^{z). 

Le  polynôme  entier  f  {z)  étaot  une  fonotion  continue  de  la  vnriaMe  'x,  nous  pou«- 
vons  prendre  la  différence  a'  —  z  assez  petite  pour  que  la  variation  f  {z') — j>  (z) 
du  polynôme  ait  un  module  plus  petit  que  a.  Mais  les  modules  des  restes  ^  (z') 
et  (/•  (^)  sont  déjà  plus  petits  que  a  ;  donc  la,  vasiâtion /"  (;iO  —  f  (z)  aura  un 
module  plus  petit  que  3. oc.  Cette  variation. pourra  donc  être  rendue  plus,  petite - 
qu^une  quantité  donnée,  si  petite  qu'elle  soit.  Ainsi  la  fonctioB,  définie  par  la 
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série,  varie  d^une  manière  continao  dans  l'intérieur  du  cercle  de  conveigeoce. 
U  est  évident,  d'ailleurs,  que  cette  fonction  est  monodrome  dans  le  même  eerde, 
puisqu'elle  n'a  qu'une  valeur  pour  chaque  valeur  de  2. 

Ift.  Th^rème  III.  —  Un»  férié  ordonnée  suivant  ki  puissaneet  erois" 
Montes  de  /a  variable  e^  une  fonction  monogitie  dans  rintérieur  du  cercle  da 
convergence* 

Soit  k  série 

f{%)'=ZU^  +  Ux%  +  »|«*  +••• 

convergente  dans  le  cercle  de  rayon  R.  Nous  allons  démontrer  d*abord  que  la 
série 

obtenue  en  prenant  la  dérivée  de  chacun  des  termes,  est  convergente  dans  le 
même  cercle.  De  Torigine  conune  centre,  avec  un  rayon  R'  un  peu  pbis  petit  que 
R,  décrivons  un  cercle,  et  donnons  à  %  une  valeur  dont  le  module  p  soit  plus  petit 
que  R^  Si  Ton  multiplie  les  termes  de  la  série  convergente 

P  P* 

respectivement  par  les  nombres 

01,      a,R',      a,R*^*.. 
qui  n'augmentent  pas  à  Tinfini,  on  obtient  une  série  convergente 

Al  4-  Sa,p  4-  3a,p*  -»-.•.. 

Ainsi,  la  nouvelle  série  est  convergente  dans  le  même  cercle  que  la  première. 

La  série  proposée  étant  représentée  par  ^(s),  nous  représenterons  par^'  (s) 
a  série  obtenue  en  prenant  la  dérivée  de  chacun  des  termes  de  la  première, 
par  /^  (s)  la  série  obtenue  en  prenant  la  dérivée  de  chacun  des  termes  de  la 
seconde,  et  ainsi  de  suite.  Toutes  ces  séries  sont  convergentes  dans  le  cerde 
de  convergence  R  de  la  série  proposée . 

Nous  allons  démontrer,  maintenant,  que  la  série  f{%)    est  la  dérivée  de  la 
fonction  f  (s). 
.  Si  Ton  donne  I  la  variable  %  un  accroissement  jb,  on  a 

/•(«  +  *)  =  «.  +  «,  (s  +  i^) +  at(s  +  »)«+....  (0 

Appelons/»  le  module  de  s,  ib  celui  de  A;  la  série 

«•  +  «ifp  +  *)  +  a,(p  +  *)«  +...  (t) 

est  convergente  tant  que  p^^k  est  plus  petit  que  R,  ou  k  phis  petit  que  R  — f . 
Développons  les  binômes  et  ordonnons  par  rapport  aux  puissances  de  K  de 
telle  sorte  que  les  termes  prennent  la  disposition 


ÉTUIiE   DES   FONCTIONS   d'uNE  VARrABLE   IMAGINAIRE.      493 

(ao+a,p+Otp"  +  ...)+(«i+ïa,p+3a,p»... )*+(... )~j-f-....     (3) 

Les  termes  partiels  de  la  série  (2)  étant  tous  positif  et  ayant  une  somme 
finie,  la  série  (3),  qui  se  compose  des  mêmes  quantité^  mises  dans  un  autre 
ordre»  est  aussi  convergente,  et  offre  nUe  somme  égale.  On  obsenre,  en  effet. 
que  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (3)  contient  les  n  premiers 
termes  de  la  série  (S),  plus  d*autres  termes  qui  appartiennent  aux  termes  sui- 
vants de  la  série  (2),  et  qui,  par  conséquent,  ont  une  somme  infiniment  petite 
pour  les  très  grandes  valeurs  de  n  ;  ces  sommes  des  n  premiers  termes  des 
deux  séries .  ayant  une  différence  infiniment  petite ,  tendent  vers  la  même 
limite. 

En  développant  de  même  la  série  (4) ,  et  ordonnant  suivant  les  puissances 
croissantes  de  hy  nous  formons  la  série 

r(*)+r(«)î+rwj^+...,  (4) 

qui  est  aussi  convergente,  et  qui  a  même  somme  que  la  série  (1)  ;  car  la  diffé- 
rence entre  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (4)  et  la  somme  des  n 
premiers  termes  de  la  série /4),  ayant  un  module  plus  petit  que  la  différence 
des  deux  sommes  correspondantes  dans  les  séries  (2)  et  (3) ,  a  pour  limite 
léro. 


Or  a  donc 


on  en  déduit 


f(s  +  k)=  n%)  +  f'(s)  J  +  /"'(«)  ^  + ...  ; 


La  série  convergente,  écrite  dans  le  second  membre,  est  une  fonction  continue 
de  la  variable  h.  Si  h  est  très  petit,  elle  diffère  infiniment  peu  de  f  {»h  et, 
quand  h  tend  vers  zéro,  elle^a  f  (z)  pour  limite.    Donc 

Ainsi  la  série  f  {s)  admet  une  dérivée  unique  f  (jr),  quelle  que  soit  la  direc- 
tion du  déplacement  h.  Cette  série  est  donc  une  fdnction  monogène. 

16.  En  résumant  ce  qui  précède,  on  voit  que  les  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  croissantes  d'une  variable  sont  des  fonctions  continues,  monodromes 
et  monogènes,  dans  Tintérieur  du  cercle  de  convergence. 

Nous  citerons  comme  exemples  les  séries 


494    .  ADDITIONS. 


4       1.Î.3    '    <.î.3.4.6 


•  •  •  I 


z*    .       a* 


<-7-^  + 


i.t    '    4.â.3,4 

par  feficfiielles  «ci  définit  les  trois  f^ncthms 

très  usitées  dans  Vanalyse.  Le  rayon  du  cercle  de  convergence  étant  infini,  ces 
trws  fonctions  sont  finies,  continues,  monodromes  et  monogènes,  dans  toute 
retendue  du  plan. 

17.  Une  double  série 

ordonnée  suivant  les  puissances  entières  positives  et  négatives,  et  se  prolongeant 
à  rinfini  des  deux  côtés,  peut  être  considérée  comme  la  réunion  de  deux  séries 
ordiaaires 

tt-i  js-*  +  tt_ii5-*+ . .  :  - 

Soient  R  le  rayon  de  convergence  de  la  première  série ,  -^  celui  de  la  se- 

conde  en  prenant  -  pour  variable.  La  première  série  est  convergente  dans  le 

l'^rcle  de  rayon  R,  la  secande  pour  toute  la  partie  du  plan  extérieure  au  cercle 
de  rayon  R^  Donc,  si  R  est  plus  grand  que  R',  la  double  série  sera  convergente 
dans  la  couronne  comprise  entre  les  cercles  R'  et  R,  et  dans  cette  étendue  elle 
représentera  une  fonction  continue,  monodrome  et  monogène. 
Par  exemple,  la  double  série 

4  4  2         2* 


•  *  ■ 


est  convergente  dans  la  couronne  comprise  entre  les  circonférences  de  rayons 
4  et  2. 

Ift.  La  double  série 


■  •  • 


est  convergente  dans  toute  retendue  du  plan,  excepté  au  point  js  =  0. 

S  m.  —  DéTeloppement  des  fonctious  en  séries  ordonnées  saiTtni  les  paissisees  crois- 
santes de  ia  variable. 

19.  Soit  /  (3)  une  fonction  finie,  continve,  monodrome  et  monogène,  dans 
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iinec-erlaine  portion  du  plan.  Considérons  les  valeurs  de  Tinlégrale  définie 


/. 


f  (z)  dz 


quand  on  va  du  point  «o  ^u  point  Z  par  deux  chemins,  «o  ^^  ^  'o  ^^  (^9*  ^* 
tr^?  r^f^cbés  ïm  àf  l>^re^  ^t  ^és  âm^  b  invti^  4^  jd9J0  dont  il  s'^t . 

Fi#.  4. 


A  chaque  point  m  de  la  première  courbe  faisons  correspondre  un  point 
ndela  seconde  courbe,  de  manière  que  le  point  ;^o  se  corresponde  à  lui-môme 
ainsi  que  le  point  Z  ;  désignons  par  la  lettre  d  un  déplacement  infiniment  petit 
sur  Tune  des  courbes,  et  par  la  lettre  ô  le  déplacement  de  m  en  n.  Si  Ton  va  d'un 
point  m  delà  première  courbe  à  un  point  voisin  m'  de  la  même  courbe,  la  fonc- 
tion éprouve  un  accroissement  marqué  ^firdfi»),  La  fonction,  étant  moaodrome, 
prendra  au  point  n  la  même  valeur,  quand  on  suivra  le  chemin  ^o^**  '"  lieu 
du  chemin  z^lhfi;  il  en  résulte  que  la  valeur  de  la  fonction  au  point  n  dans  la 
seconde  intégrale  diffère  de  la  valeur  de  la  fonction  au  point  m  dans  la  première 
intégrale  d'une  quantité  égale  à  la  variation  de  cette  fonction  correspondant  au 
déplacement  mn,  variation  marquée  par  if(z).  D'autre  part,  la  fonction  étant 
monogène,*  c'est-à-dire  admettant  la  même  dérivée  pour  les  deux  déplacements 
mm'  et  mn,  on  a 

dflz)  =  r{x)dz,       hf{z)^nz)lz, 
d'où  l'on  déduit 

,    hf{z).dz=df{z)M.  {^) 

Ctfa  posé.  PtfGttloDfi  la  variation  d<  l'intégral»  définie,  quand  on  remplace  le 
chfWB  <(oC?  Wt  le  %miQ  infimmeat  voisin  z^Vîl,  On  a 


39  Y^tu  4^  U  l^el^liçn  (*),  cette  expression  devÂ^n^ 

f^[df(z).àZ'\-f(z).dàzl 
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OU,  plus  simplement, 

/'V(«H=l^(»)««l". 

Les  deux  points  extrêmes  étant  fixes,  l%^  est  nuUe,  ainsi  que  iZ  ;  done  la  va- 
riation de  rintégrale  définie  est  nuUe . 

90.  Considérons  maintenant  deux  lignes  quelconcpies  allant  d*un  point  à  un 
autre  et  comprenant  entre  elles  une  portion  finie  du  plan  dans  laquelle  la  fonc- 
tion f  (s)  reste  finie,  continue,  monodrome  et  monogène.  H  est  clair  que  ces 
lignes  conduiront  à  la  même  valeur  de  l'intégrale  définie  ;  car  on  peut  passer  de 
Tune  de  ces  lignes  à  Fautre  par  une  série  de  transformations  qui  n'altèrent  pas 
la  valeur  de  Vintégrale  définie. 

n  en  résulte  que,  si,  dans  la  portion  du  plan  comprise  dans  une  courbe  fermée, 
lafonction/'(s)  jouit  des  mêmes  propriétés,  l'intégrale  définie,  obtenue  en  par- 
courant ce  contour,  est  nulle.  En  effet,  l'intégrale  le  long  de  s^AZC/^.  6)  est 
la  même  que  suivant  s»  BZ;  or,  quand  le  point  Z  vient  en  x«,  cette  dernière  est 
évidemment  nulle. 


De  même,  si  dans  la  portion  du  plan  comprise  entre  les  deux  courbes  fermées 
ABC,  A'B'C  {fig.  6),  la  fonction  /(s)  jouit  des  propriétés  énoneéest  les  inté- 


F<#.  6. 


gndes  correspondantes  ces  deux  contours  sont  égales.  En  etfol ,  le  cht* 
min  A'B'C'A'  peut  être  remplacé  par  le  chemin  A'ABCAA';  mais  les  portioos 
d'intégrale  obtenues  en  parcourant  la  ligne  A'A,  d'abord  de  A'  en  A,  pois,  à  la  fin, 
en  sens  contraire,  sont  évidemment  égales  et  de  signes  contraires;  donc  1«  deux 
contours  ABCA,  A*B'C'A',  donnent  la  même  intégrale  définie. 
Ces  théorèmes  remarquables  sont  dus  à  M.  Cauchy  O;  noos  en  avons  reffo- 


(*)  Conptet  reodos  de  TAcadéBiê  de«  Seieneet,1Me. 
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duik  la  démonstration ,  afin  de  bien  préciser  les  hypothèses  sur  lesquelles  elle- 
repose. 

91.  Lorsque  la  fonction  ^(2)  est  finie,  continue,  monodrome  et  raonogène, 
dans  une  certaine  portion  du  plan,  Tintégrale 


t/    s. 


calculée  à  partir  d'Un  point  fixe  z^  et  prise  le  long  'd'une  courbe  quelconque  tracée 
dans  cette  partie  du  plan,  est  aussi  une  fonction  finie,  continue^  monodrome  et 
monogëne,  dans  la  même  étendue.  La  fonction  est  monodrome»  puisque  tous  les 
chemins,  qui  vont  du  point  %^  au  point  2,  conduisent  à  la  même  valeur.  Il  est  fa- 
cile de  démontrer  qu'elle  est  aussi  monogène.  Désignons  par  F  {s)  cette  fonction 
nouvelle;  si  nous  donnons  à  la  variable  z  un  accroissement  h^  la  fonction  éprouve 
l'accroissement 

F  (;»  +  fc)  -  F  (1)  =f  '^'m  dx  =  \f(x)  +  •]*,        . 
bi  quantité  s  s'annulant  avec  h.  On  en  déduit 

Ainsi  la  fonclion  F  {z)  a  une  dérivée  unique  /'(^),  quelle  que  soitla  direction  du 
déplacement;  c'est  donc  une  fonction  monogène. 

99.  Le  développement  en  série  n'offre  plus  aucune  difficulté.  Soit  f  (%)  une 
fpnction  finie,  continue,' monodrome  et  monogène,  dans  l'intérieur  d'un  cercle> 
décria  de  l'origine  C4)mme  centre  avec  un  rayon  R  {fig.  7),  je  dis  qu'elle  est  déve- 

Fig.  7. 
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cercle  de  rayou  H.  Soit  /  un  point  fixe  pris  à  volonté  dans  l'intérieur  du  cercle, 
la  fonction 

dans  laquelle  nous  regardons  %  comme  la  variable,  jouit  des  mêmes  propriétés 
que  la  fonction  f  {%)  dans  Tintérieur  du  cercle  R  ;  elle  est  évidemment  finie , 
continue,  monodrome  et  monogène,  comme  la  fonction  f  {%).  On  pourrait  crain- 
dre cependant  qu*elle  ne  devînt  infinie  pour  la  valeur  particulière  2  =  I  qui  an- 
nule le  dénominateur;  pour  éviter  cet  innonvénient ,  nous  supposerons  d*abord 
qu'au  point  t  la  dérivée  f  (%)  de  la  fonction  proposée  a  une  valeur  finie  ,  si  Ton 
donne  à  z  une  valeur  voisine  de  (,  l:i  fonction 

différant  très  peu  de  la  quantité  finie  fif),  aura  elle-même  une  valeur  finie  et 
sera  continue.  Ainsi  la  fonction 

est  finie  et  continue  en  tous  les  points  situés  h.  Tintérieur  du  cercle  sans  ex- 
ception. 

Du  point  0  comme  centre,  avec  un  ra>on  r  plus  grand  que  0/,  mais  plus  pntil 
que  R,  décrivons  un  second  cercle. 

Il  résulte  du  théorème  précédent  que  l'intégrale  définie 


/ 


z  —  t 


obtenue  en  parcourant  la  circonférence  r,  est  nulle  ;  on  en  dédqil 

rmdz^  ri\i)dx 
J    i-t  "J     z^t* 

les  intégrales  étant  prises  le  Jong  de  la  môme  circonfrrence  ;  et  si  l'on  fait  sortir 
(lu  signe  /le  facteur  constant  f  (t). 


"■'fér-fB.^ 


La  fonction -J--J-  ne  devenant  infinie  que  pour  h  valeur  5  =  /,  on  peut  dans 
l'évaluation  de  IMntégrale 

EL 

remplacer  la  circonférence  r  par  une  circonférence  décrite  du  point  t  comme 
cefitre  avec  un  rayon  infiniment  petit  p.  Posons 


/ 
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le  rayon  p  étant  constant  et  Tangle  9  seul  variaUe,  on  a 


d'où 


rintégrale  devient 


On  a  donc 


if  *'^d9=2ic 


f. 


n'>=,V  fë-.". 


cette  dernière  intégrale  étant  toujours  prise  sur  la  circonférence  r.  Mais  quand 
le  point  z  parcourt  la  circonférence  r ,  le  module  de  z  reste  constamment  plus 
grand  que  le  module  de  t;  on  peut  donc  développer  la  fraction 


4 


en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  I,  ce 
qui  donne 


donc 


X  —  t      z  \        z      z*  /' 


Chacune  des  intégrales  définies  qui  entrent  dans  le  second  membre ,  étant 
prise  le  long  d'un  contour  fini  r,  a  une  valeur  finie  et  déterminée,  et  la  fonc- 
tion f  {t)  se  trouve  ainsi  développée  en  uue  série  convergente  ordonnée  suivant 

les  puissances  croissantes  de  t.  En  appelant  u^y  tf  i,  »,, les  coefficients 

de  la  série»  on  a 

/•(Q.^tto+ttii  +  tt,  t"  + (4) 

Si  Ton  pose 

z  =1  f  e®S 
un  coefficient  quelconque  est  donné  par  la  formule 

dans  laquelle  r  désigne  un  rayon  arbitraire  plus  petit  que  le  rayon  R  du  cercle  de 
convergence. 
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93.  Le  point  t  est  un  point  quelconque  intérieur  au  cercle  de  rayon  It  ;. 
ainsi  la  série  représente  la  fonction  proposée  fit)  eu  tous  les  points  du  cercle, 
excepté  toutefois  les  points  où  la  dérivée  p{t)  serait  infinie  ou  discontinue  :  mais 
eette  restriction  est  inutile.  En  effet,  nous  avons  démontré  (n*  14)  qu'une  série, 
ordonnée  comme  la  série  (1),  est  une  fo&ction  continue  de  la  variable  t,  dans  le 
cercle  de  convergence,  sans  exception  ;  la  fonction  f{t)  et  la  série,  étant  conti- 
nues dans  toute  îétendue  du  cercle,  et  égales  en  tous  les  points,  excepté  en  cer- 
tains points  particuliers,  ne  peuvent  différer  même  en  ces  points.  Donc,  le  déve- 
loppement s'applique  àt  ous  les  points  du  cercle  sans  exception. 

La  fonction  f(t)  et  la  série  étant  égales,  leurs  dérivées  sont  égales,  et  Ton  a 

f'{i)  =  u^  +8t#,t  +  3»,<«  +  ... 

pour  tous  les  points  du  cercle  de  convergence  (no  15). 

On  voit  par  là  que  la  dérivée  f(t)  de  h  fonction  proposée  reste  fmie  et  conti- 
nue dans  le  cercle,  et  que,  par  conséquent,  il  est  impossible  qu*  elle  deviei^ue 
infinie  ou  discontinue  en  aucun  de  ses  points.  Ainsi  la  circonstance  que  nous 
avons  écartée  dans  la  démonstration,  ne  pput  pas  se  présenter. 

De  ce  qui  précède  résulte  le  beau  théorème  de  M.  Gauchy,  que  nous  énoncerons 
i!e  la  manière  suivante  : 

94.  Théorème.  —  Pour  qu'une  fonction  soit  développabU  tn  «ne  «én>. 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  positives  et  croissantes  de  la  variable, 
et  convergente  dans  un  cercle  décrit  de  r origine  comme  centre,  il  est  nécessaire 
et  il  suffit  que  la  fonction  soit  fin'e^  continue ^  monodrome  et  monogène^  dans  ce. 
même  cercle. 

Ces  conditions  sont  nécessaires,  car  nous  avons  démontré  (n*  14)  qu'une 
série,  ordonnée  suivant  les  puissanc^s^  croissantes  de  la  variable,  jouit  de  ces 
propriétés  dans  le  cercle  de  convergence.  Elles  sont  suffisantes,  car  nous  venons 
de  démontrer  que,  lorsqu'une  fonction  jouit  de  ces  propriétés  dans  un  cercle  de^ 
rayon  R,  elle  est  développable  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  delà  variable  et  convergente  dans  le  même  cercle.  Il  est  d'ailleurs- 
impossible  de  les  réduire  i  un  moindre  nombre  ;  les  explications  que  nous  avons 
données  au  commencement  de  ce.  Mémoire  font  voir,  en  effet,  qu'une  fonction 
peut  être  finie  et  continue  sans  être  monodrome,  monodrome  sans  être  mono- 
gène  ou  monogène  sans  être  monodrome. 

95.  Une  fois  établie  la  possibilité  du  développement,  il  est  facile  de  déter- 
miner les  coefficients.  Reprenons,  en  efiet^  la  série  (t),  dans  laquelle  nous  rem- 
plaçons <  par  z, 

La  fonction  et  la  série  étant  égales  dans  le  cercle  R,  leurs  dérivées,  des  différenU 
ordres  sont  égales  dans  le  même  cercle. 
On  a  donc 
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/""(2)=r4.ï.3tf|4î.3.4M4a..., 


Ces  dWenes  séries  sont  toutes  convergentes  dans  le  cercle  R  et  continues  ;  si 
f  on  y  fait  <  =  0,  on  a 

«• =A(o),    Ui  =r  (0),     < .2 1*«  =r (o;.    ^ .2.31*,  =/"' (o),... 

^t  l-on  obtient  ainsi  la  série  de  Maclaurin  : 

Nous  avons  exprimé  les  coefQcients  de  la  série  de  deux  manières,  par  des  inté- 
grales définies  et  au  moyen  des  dérivées  de  la  fonction.  La  comparaison  des  deux 
développements  donne  la  formule 

r  .(0) = ^^"yo*"  ^^''"^  *  """  *•         <*> 

La  série  de  Taylor  s'en  déduit  aisément  • 

Si  la  fonctim  f  {x)  est  finie^  continue^  monodrome.  et  taonogène,  dans  un 
cercle  décrit  autour  du  point  Xq  comme  centre ,  elle  se  développe  en  une  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  —  Xq  et  convergente  dans 
le  m4me  cercle^  et  Ton  a 

f{s) = /-(«,) + f  («.)  î~a +r'(*.)  ^'7.?^*  *•••'      f"' 

En  remplaçant  x^  par  s  et  ii  — z^  par  hy  on  obtient  la  série  de  Taylor  sous  sa 
(brme  habituelle 

f(x-^h)=r(x)^r{x)\+nx)^^...,  ($) 

«t  la  formule  (4)  devient 

r  étant  un  rayon  arbitraire  plus  petit  que  le  rayon  du  cercle  de  convergence  rela- 
tif au  point  x. 

Application  )i  quelques  exemples. 
M.  Soit  une  fraction  rationnelle 
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Marquons  les  points  A,  B,  Cv  .  .  qui  annulent  le  dénominateur,  et  qui,  par 
conséquent,  rendent  la  fonction  inflnie.  Soit  A  celui  de  ces  points  qui  est  le  pins 
rapproché  de  l'origine  ;  du  point  0  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  0  A 
décrivons  un  cercle;  la  fraction  rationnelle  sera  développable,  dans  ce  cercle,  en 
une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  z.  Dès 
que  Ton  sort  du  cercle ,  la  série  est  divergente,  car  la  fonction  devient  infinie 
au  point  A. 

De  même,  si  d'un  point  Zq  ,  pris  arbitrairement  dans  le  plan,  avec  m  rayon 
égal  i  la  distance  de  ce  point  à  celui  des  points  A,  B,  G,  . . .  qui  en  est  le  plus 
rapproché,  on  décrit  un  cercle,  la  fonction  sera  développable,  dans  ce  cercle, 
en  une  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  dez— e^, 

%7,  La  fonction 

étant  finie,  continue,  monodrome  et  monogène,  dans  toute  l'étendue  du  plan,  est 
développable  en  une  série  ordonnée  suivaift  les  puissances  de  z,  et  convergente 
dans  toute  retendue  du  plan. 
La  fonction 

•—1 
e 

est  discontinue  ou  indéterminée  pour  z  ==  4  ;  car  elle  devient  infinie ,  ou  nulle, 
ou  indéterminée  au  point  2;  =:  4 ,  suivant  le  chemin  qu'on  suit  pour  y  arriver  ; 
elle  est  donc  développable  dans  le  cercle  de  rayon  4.  Il  en  est  de  même  de  la 
fonction 


•^(ï-î)- 


qui  devient  indéterminée  au  point  z  z=  4 . 
\,  Soit  la  fonction  irrationnelle 


1/4  +*, 

comptée  à  partir  de  2=0,  avec  la  valeur  initiale  -f  4 .  Nous  avons  vu  [n*  Z)  que 
cette  fonction  cesse  d'être  monodrome  quand  on  tourne  autour  du  point  2  s=—  4  ; 
elle  sera  donc  développable  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  z  dans  le  cercle  décrit  de  Torigine  comme  centre  avec  un 
rayon  égal  à  l'unité.  Il  en  sera  de  même  d'une  fonction  implicite  u  définie  par 
une  équation  algébrique  entre  w  et  z  et  comptée  à  partir  du  point  z  avec  la  valeur 
initiale  u^  (no  4).  Si  du  point  z^  commo  centre,  avec  un  rayon  égal  à  la  dis- 
tance au  point  le  plus  proche  pour  lequel,  la  racine  considérée  devenant  ^ale  à 
une  autre  racine  de  Téquation,  la  fonction  cesse  d'être  monodrome,  on  décrit  un 
cerele,  la  fonction  sera  développable  dans  r«  cercle  en  une  série  convergente  or- 
donnée suivant  les  puissances  croissantes  de  z  —z^. 
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La  fonction  transcendante 

eomptée  à  partir  de  2=  0,  avec  la  valeur  initiale  zéro  (  n*"  5  )  devient  infinie, 
et  cesse  d*étre  monodrome,  au  point  z  :=  —  4  ;  elle  sera  donc  développable  en 
une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  z,  dans 
le  cercle  décrit  de  Forigine  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  Tunité. 
La  fonction 

n'étant  pas  monogène,  n'est  pas  développable. 
99.  Considérons  enfin  la  fonction 

tt  =  sin  «  +  X  (x*  +  y'  —  4), 
dans  laquelle  la  lettre  À  représente  la  valeur  de  l'intégrale  défîiiic 

obtenue  en  donnant  à  i  des  valeurs  réelles  de  0  à  oo  . 
On  sait  que  l'intégrale  définie 


~  -  cosflfi  éX 


est  constamment  égale  à  Funité  quand  le  nombre^  est  moindre  que  4  ,  et 
qu'elle  est  constamment  imlle  quand  le  nombre  ^  est  plus  grand  que  K .  De 
Torigine  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  Funité,  décrivons  un  cercle;  le 
facteur  A  sera  nul  tant  que  le  point  z  restera  dans  le  cercle,  et  il  deviendra  égal 
à  Funité  pour  tous  les  points  extérieurs.  La  fonction  est  finie,  continue  et  mo- 
nodrome, dans  toute  Fétendue  du  plan  ;  elle  est  monogène  dans  le  cercle  c|e 
rayon  4 ,  puisque  la  seconde  partie  se  réduit  à  zéro  dans  Fintérieur  du  cercle  { 
mais,  hors  du  cercle,  elle  n'est  plus  monogène,  parce  que  b  seconde  partie 
2*  +  y*  —  4,  n'est  pas  monogène.  On  en  conclut  que  la  fonction  est  dévelop- 
pable en  série  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  égal  à  Funité. 

Les  exemples  précédents  montrent  que  la  limite  de  convergence  de  la  série 
est  déterminé*),  tantôt  parce  que  la  fonction  devient  infinie  ou  discontinue, 
tantôt  parce  qu'elle  cesse  d'être  monodrome,  tantôt  parce  qu'elle  cesse  d'être 
monogène. 

SO.  Théorème  IL  —  Lorsqu'une  fonction  est  finie,  continue^  monodrome 
et  monogène  doM  la  portion  du  plan  comprise  entre  deux  cercles  ayant  pour 
centre  Vorigine  des  coordonnées,  elle  est  développable  en  une  double  série  or- 
donnée suivant  les  puissances  entières,  positives  et  négatives,  de  la  variable  ei 
convergente  dans  cette  portion  du  plan» 

Supposons  que  la  fonction  /"  (z)  jouisse  des  propriétés  énoncées  entre  les  deux 
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circonférences  R  et  R'  décrites  de  Torigine  comme  centre,  R  étant  phis  gnnd 
que  R'« 

Soit  t  un  point  quelconque  de  cette  couronne  (fig,  8)  ;  du  point  0  comme 
centre  décrivons  deux  cercles,  Tun  avec  un  rayon  r  plus  petit  que  R,  mais  {dus 
grand  que  0^»  Tautre  a?ec  un  rayon  r'  plus  petit  que  Ot.  mais  pks  grand  que  R'. 
LUntégrale 


* 


obtenue  en  parcourant  chacune  des  deui  circonférences  dans  le  même  sens,  a 
la  même  valeur.  En  distinguant  par  les  indices  r  et  r'  ces  deux  intégrales  défi- 
nies, on  a 


«u 


m''-'<é^H:B;-'^f,^c 


Fii.  8. 


/'ds 
jzri  =  0  ;  car  la  circonférence  r'  ne  comprend  pas  le  point  %  «-  t 

qui  rend  infinie  la  fonction  placée  sous  le  signe  /.  On  sait  d'ailleurs  que 

Il  en^  résulte 

Dans  la  première  intégrale,  W  module  de  z  étant  plus  grand  que  celui  de  t, 


ÉTUDE   DES   FONCTIONS   d'uNE    VARIABLE    IMAGINAIRE.     505 

4 

'la  quantité  j-3^  peut  être  développée  «n  une  série  convergente  suivant  les 

puissances  i)08itiye8  croissantes  de  -.  Dans  la  seconde,  au  contraire,  le  module 

de«  étant pluspetit  que  celui  de/.laquantité- se  développera  en  une  série 

<H>nvcrgente  suivant  les  puissances  croissantes  de  ^ 
On  aura  donc 


'<"=..( 


.1    /:^^-'/ÛJid..,./£!Si!.%„. 


+  «-»/'  f{z)dz  +  t-*  r  f(z)zdz. 


Les  intégrales  définies,  qui  servent  de  coelTiciciits  à  la  double  série,  ont  des 
'valeurs  finies  et  déterminées.  On  peut  les  prendre  le  long  d*une  circonférence  ar- 
bitraire comprise  entre  les  circonférences  R  et  R'.  Si  Ton  pose  zzz  re^,  et  si 
Von  remplace  t  par  2,  on'a  la  double  série 


/(«)=« 


dans  laquelle 


8«y  o 


(8) 


Cette  extension  du  théorème  de  M.  Cauchy  a  été  indiquée  par  M.  le  capitaine 
Laurent. 

SI.  Il  est  facile  d'étendre  les  théorèmes -précédents  aux  fonctions  de  plusieurs 
variables  indépendantes.  Soit/"  (x,  y,  z)  unre  fonction  de  trois  variables  imagi- 
naires Xj  y,  z,  finie,  continue,  monodrome  et  monogène,  quand  chacune  des 
variables  reste  comprise  dans  une  certaine  portion  du  plan.  Donnons  kœ^y^z des 
accroissements  A,  ik,  I;  la  fonction  /"(x  -\-  h^y+  k^z  -{-l)  esi  finie,  continue, 
monodrome  et  monogène,  tant  que  les  variables  A,  fc,  /,  restent  comprises  respec- 
tivemcfut  dans  des  cercles  de  rayons  R,  R\  R",  décrits  des  points  x,  y,  2,  comme 
centres. 

Posons 

ii=x4-<A,       v^zy-^tk^       wznz-^tl, 

i  désignant  une  variable  dont  le  module  est  plus  petit  que  Funité.  La  fonction 
f  (tf ,  V,  w)  est  une  fonction  de  f ,  que  nous  appellerons  F  (I),  finie,  continue,mono- 
drome  et  monogène,  quand  h  variable  i  se  meut  dans  le  cercle  de  rayon  1 ,  décrit 
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de  l'origine  comme  centre  ;  elle  est  donc  développablc,  dans  celte  étendue,  fn 
une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  t ,  et 
Ton  a 

F(0  =  FvO)-4-F'{0)^  +F"(0)^  +  .... 

Mais  on  a  symboliquement 

F- (0  =  (*D/ -1- 4D/-+- /DJ)-, 

d'où 

F-(0)=(*D/+ikD/+/D./l.. 

Si  Ton  remplace  F«  (0)  par  sa  valeur  et  que  l'on  fasse  f  =  4 ,  on  obtient  la 
série 

ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  A,  A,  i,  et  convergentes  dans  les 
cercles  de  rayons  R,  R',  R". 

Les  coefficients  s'expriment  aisément  au   moyen  d'intégrales  dUn6nies.  Eiv 
cfTet,  si  dans  la  formule 

D;  ? (*)  =-'     g^^,  J^     ?  («  +  re^)  «-"^*  <*9, 
on  fait 

on  a 

4.î...n.  4.Î..  n'     4 


D:r  '  i = 


*'9     *--  rr'''  (2,r)« 

Celle-ci  donne  pareillement 

riM+B*-*-»"*^/  V  __^  4.».«.ll«l.a..»ll4.2..»ll  1 

§  IV.  —  Propriétés  des  fonctiOBS  monodromes  et  moflogènes. 

SS.  Théorème  III.  —  Lorsqu'une  fonction  est  finie,  cantinuey  mono- 
drome  et  monogène,  dans  une  certaine  portion  du  platif  toutes  ses  dérivées  Jouis 
sent  des  mêmes  propriétés  dans  la  même  étendue. 
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Soit  »^  un  point  quelconque  pris  dans  cette  portion  du  plan ,  nous  avons 
démontré  que  la  fonction  proposée  f  (x)  se  développe  en  une  série  convergente 

A«)=»o+«i(«— «o)+tft(«— «o)'+«- 
dans  un  cercle  décrit  du  point  z^  comme  centre  avec  un  rayon  convenable.  On 
en  déduit 

Cette  série  étant  convergente  dans  le'même  cercle,  la  fonction  f  (s)  est  finie, 
continue,  monodrome  et  monogène,  dans  ce  cercle ,  et,  comme  le  point  Xq  peut 
être  pris  arbitrairement  dans  la  portion  du  plan  pour  laqueUe  la  fonction  f(z) 
est  monodrome  et  monogëne,  la  fonction  f  {x)  jouit  des  mêmes  propriétés  .dans 
toute  cette  étendue. 

Le  théorème  étant  démontré  pour  la  piemière  dérivée,  s'étend  évidemment  à 
toutes  les  autres. 

SS.  Corollaire  I.  —  Une  fonction  monodrome  et  monogène  ne  peut  élre 
constante  dans  une  portion  finie  duplan^  si  petite  qu'elle  soit. 

Soit  ;Eo  un  point  situé  dans  cette  portion  du  plan  ;  la  fonction  étant  constante 
dans  le  voisinage  du  point  z^y  toutes  ses  dérivées  sont  nulles  en  ce  point,  et  la 
série  de  Taylor  se  réduit  à 

11  en  résulte  que  la  fonction  est  constante  dans  le  cercle  de  convergence  décrit 
du  point  2o  comme  centre.  Que  Ton  répète  maintenant  le  même  raisonnement 
pour  un  autre  point  du  cercle,  et  Ton  démontrera  ainsi  de  proche  en  proche  que 
la  fonction  reste  constante  dans  toute  retendue  du  plan  pour  laquelle  la  fonction 
est  monodrome  et  monogène. 

Il  en  serait  de  même  si  la  fonction  était  constante  le  long  d'une  ligne  si  petite 
qu'eUe  soit. 

Corollaire  II.  —  Um  fonction  monogène  ne  peut  avoir  toutes  ses  dérivées 
nulles  en  un  point. 

Si  cela  avs|it  lieu,  la  fonction  serait  une  constante. 

S4.  Théorème  IV.  —  Lorsqu'une  fonction  finie,  continue,  monodrome  et 
monogène,  s'annule  pour  zzza,  elle  est  divisible  par  {z  —  a)«,  n  étant  un 
fiombre  entier  fini. 

En  développant,  d'après  la  série  de  Taylor,  on  a  eu  effet 


d'où  l'on  déduit 


z^a     '  '      '     ^  '  4.Î 

^  (x) 
Le  quotient  ^-^   étant  développé  en  série  convergente  dans  un  cercle  décrit 

du  point  a  comme  centre,  est  une  fomction  finie,  continue,  monodrome  et  mono- 
gène dans  le  voisinage  du  point  a,  et  par  conséquent  dans  la  même  étendue  du 
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•plaD  que  la  fonction  propo$t*e.  Si  Ton  représente  par  -j  (s)  cette  fonction,  oA 
aura 

/'(«)zz(«-.a)fW. 

Si  la  quantité  a  n^annule  pas  {\z)^  on  dit  que  a  est  racine  simple  de  Téqaa- 
tion  f{z)  =  0.  Mais  si  a  annule  la  fonction  /"  (z)  et  ses  (  n  —  I  )  premièrei 
dérivées,  on  a 

*et  le  quotient 

est  une  fonction  finie,  continue,  monodroroe  et  monogène,  dans  la  même  éten- 
due que  la  fonction  /*(<).  Si  Ton  représente  ce  quotient  par  ^  (x),  on  a 

n*)  =  (jf-a)-9(Jf). 

Daus  ce  cas»  on  dit  que  la  racine  a  est  du  degré  n  de  multiplicité. 
Le  nombre  des  dérivées  qui  s'annulent  pour  %  —  a  étant  nécessairement  fini, 
toute  racine  est  d'un  degré  fini  et  entier  de  multiplicité. 

S5.  Sco/te.  —  Dans  une  portion  finie  du  plan,  Téquation  f  (jr)  =  0  n'ad- 
met qu'un  nombre  fini  de  racines  ;  car,  si  elle  en  admettait  une  infinité,  les 
points  correspondant  aux  racines  seraient  infiniment  rapprochés  les  uns  des 
autres  et  la  fonction  nulle  en  ces  points  infiniment  rapprochés ,  ce  qui  est 
impossible. 
>  Si  Ton  appelle  a,  6,  c,  .  .   .  ,  /,  les  racines,  la  fonction  f(%\  s'écrira 

«•)K'-0(-l)f'-9- ('-?)""• 

p  {%)  étant  une  fonction  monodroine  et  roonogène  qui  ne  s'annule  pas  dans  la 
portion  du  plan  considérée. 

M.  Théorème  Y.—  Quanà  une  fonction  f(»),  ntonodromê  et  monogéne,  de- 
vient infinie  pour  x  =  a,  quel  que  soit  le  chemin  suivi  pour  arriver  à  ce  point, 
on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

'^  ^      («— 0)-      («— a)— »  z^a      ^^  ' 


la  fonction^  (z)  étant  monodrome  et  monogène  et  ne  devenant  pas  infime  pour 
2  «  a. 

En  effet,  dans  ce  cas.  la  fonction  devenant  nulle  pourx  =s  a,  et  res- 

f  (») 
tant  finie  et  continue,  on  a 
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d  OÙ  Ton  déduit 

La  valeur  a  est  un  infini  du  degré  fini  et  entier  n  de  multiplicité. 

Si  Ton  développe  la  fonction  /,  {i)  en  série  suivant  les  puissances  croissantes 
de  {X  —  a),  la  fonction  proposée  s'écrit 

•^  (z)  désignant  une  fonction  monodrome  et  monogène  qui  ne  devient  plus  infinie 
pour  jsf  =  a. 

Pour  que  la  fonction  jouisse  de  ces  propriétés,  il  est  nécessaire  qu'elle  devienne 
infinie  pour  jr  =  a,  quel  que  soit  le  chemin  suivi  pour  arriver  en  ce   point. 

Ceci  n*a  pas  lieu  pour  la  fonction  e* ,  qui,  lorsque  ;r*=0,  devient  nulle,   uu 
infinie,  ou  indéterminée,  suivant  le  chemin  suivi. 

37.  Théorème  VI.  —  Une  fonction,  monodrome  et  monogène  dans  toute 
l'étendue  du  plan,  devient  nécessairement  infinie  pour  une  valeur  finie  ou  in^ie 
de  la  variable. 

Appelons  M  le  maximum  du  module  de  la  fonction  f  (g)  dans  le  cercle  de 
cayon  r  décrit  autour  de  Torigine  ;  si  dans  la  formule  (n*  95) 


m=-^f^^''nre\e-''>'d,. 


nous  remplaçons  chaque  élément  de  l'intégrale  définie  par  son  module,  ou  pa^* 
un  module  plus  grand  Md},  il  est  évident  que  le  module  de  Tinlégrale  définie 

VLd'j  ou  que  2  77  M  y  et  nous  aurons 

0 

M 
mod/^(0)<«.2  3...n— . 

Supposons  maintenant  .que  la  fonction  f  {%)  ne  devienne  infinie  pour  aucune 
valeur  finie  ou  infinie  de  z^  c'est-à-dire  que  le  module  de  la  fonction  reste  moin- 
dre qu  une  quantité  finie  M  dans  toute  retendue  du  plan.  Dans  ce  cas,  on  pourrait 
prendre  Je  rayon  r  plus  grand  que  toute  quantité  donnée,  et  Ton  aurait,  en  vertu 
de  la  formule  précédente, 

/•-(0)=o. 

1^  fonction,  ayant  toutes  ses  dérivées  nulles,  serait  une  constante.  Si  donc  la 
fonction  n'est  pas  une  constante,  elle  doit  devenir  infinie,  soit  pour  une  valeur 
linÎB,  soit  pour  une  valeur  infinie,  de  la  variable  2. 

3ft/  Corollaire.  —  Une  fonction,  monodrome  et  monogène  dans  toute 
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rétendue  du  plan^  devient  néeeisairement  nulle  pour  une  valeur  finie  au  in/ime 
de  la  variable. 

Car  si  la  fonction  f(%)  ne  devenait  pas  nulle,  la  fonction   tt-t    ne  devieD- 

drait  pas  infinie  ;  ce  qui  est  impossible.  * 
II  peut  arriver  que  la  même  valeur  de  s  rende  la  fonction  à  la  fois  nulle  et 

infinie.  Ainsi  la  fonction  e*  devient  infinie  quand  le  point  %  vient  à  Torigine  par 
un  chemin  situé  à  droite  de  Taxe  des  y,  et  nulle  quand  le  point  x  vient  à  Foh- 

gine  par  un  chemin  situé  à  gauche  de  l'axe  des  y.  De  même  la  fonction  «*  devient 
nulle  ou  infinie  pour  des  valeurs  infinies  de  jr^ 

S9 .  Théorèiie  VII. — Deux.fmctions  mtmodromes  et  monogènes^  qui  admet- 
tent lu  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis,  chacun  au  même  degré  de  ntuftipli- 
citéf  sont  égales,  à  un  facteur  constant  prés. 

Soient  f  (s)  et  F  {%)  les  deux  fonctions  proposées.  Le  quotient 

F{z) 

de  ces  deux  fonctions  «  ne  devenant  ni  nul,  ni  infini,  est  une  constante.  En 
désignant  par  A  cette  constante,  on  a  donc 

F{z)  =  Anz). 

Scolte.—  Il  résulte  de  là  qu'une  fonction  est  complètement  définie,  à  un 
facteur  constant  prés,  quand  on  connaît  ses  zéros  et  ses  infinis.  C'est  par  le 
nombre  et  la  distribution  des  zéros  et  des  infinis  dans  le  plan  que  les  fonctioDs 
se  distinguent  les  unes  des  autres. 

40.  Théorème  VIII.  —  Toute  fonction  monodrome  et  monogèney  qui  ne 

devient  infinie  que  pourx  =  »  ,  sans  devenir  indéterminée,  est  une  fùnctiw 
entière. 

Soit  u  =(*(')  1^  fonction  proposée.  Posons  u  ==  -  ;    la  fonction  s'écrit 

w  =  /  (jj  :  nous  l'appellerons  r  (f).  Cette  fonction  f  (t)  devient  infinie  pour 

e  =  0,  sans  devenir  indéterminée.  En  vertu  du  théorème  V,  on  peut  la  mettre 
sous  la  forme 

m 

Ap       A|  A.- 


fW==î+;^+...+  =yi +  *(«). 


La  fonction  -p  {t),  ne  devenant  infinie  pour  aucune  valeur  de  f ,  est  une  con- 
stante A. .  On  a  donc 
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9(0  =  ^  +  ^,+... 

el,  par  suite, 

/'(jr)=:Ao2>+At«"-"  + . .  .+A,-i2f+A. . 

Ainsi  la  fonction  f  (s)  est  une  fonction  entière  du  n  ***  degré. 

41.  Théorème  IX.  —  Toute  fonction  monodrome  et  monogène^  qui  n'admet 
ijuun  nombre  limité  d'infinis,  est  une  fraction  rationnelle. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  la  fonction  f(z)  admet  n  infinis  simples 
a,  6,  c,  . .  • ,  ^  ^^  pi'CQ^  u°^  valeur  finie  et  déterminée  P  pour  ir  z=  oo  . 

La  fonction,  devenant  infinie  pour  jr  ==  a,  s'écrira  sous  la  forme 

la  fonction  9  (s)  ne  devenant  plus  infinie  pour  x^a, 
La  fonction  9  (^),  devenant  infinie  pour  x  =  6,  s'écrira  sous  la  forme 

En  continuant  de  cette  manière ,  on  arrivera  enfin  à  une  fonction  qui  n'aura 
plus  d'infini,  et  qui,  par  conséquent,  sera  une  constante  P.  On  aura  donc 

La  démonstration  est  la  même  quand  il  y  a  des  infinis  multiples.  Soit  p  le  de- 
gré de  l'infini  a,  q  celui  de  6,  etc.  La  fonction  proposée  pourra  être  mise  sous 
la  forme 

■t-(j-.6)fl"r(jf-.6)^-'  "*"•••  "^;j  — 6 

+ 

+  ?{x)' 

La  fonction  9  (jar),  ne  devenant  plus  infinie  que  pour  ;ar  =  00  ,  est  une  fonction 
entière. 

En  réduisant  ces  fractions  simples  au  même  dénominateur,  on  voit  que  la 
fonction  u  est  une  fraction  rationnelle  dont  le  terme  le  plus  élevé  est  du  degré 
n,  si  n  désigne  le  nombre  total  des  infinis.  A  chaque  valeur  de  u  correspondent 
n  valeurs  de  jr,  c'est-à-dire  que  la  fonction  prend  la  même  valeur  en  n  points  du 
plan.  Cette  fonction  admet  aussi  n  zéros.  Ainsi  le  nombre  des  zéros  est  le  même 
que  celui  des  infinis. 
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49.  Théorèmb  X.  —  Toute  fonction  monogène ^  qui  admet  m  valeurs pow 
chaque  valeur  de  %,  devient  nécessairement  infinie . 

Désignons  par  v»,  tt|,  u^,. . .,  ««-i,  les  m  Talears  que  prend  la  fonction  u 
pour  une  même  valeur  de  s.  Considérons  une  fonction  symétrique  de  ces  « 
quantités,  par  exemple  leur  somme 

Quand  la  variable  x  décrit  un  contour  fermé,  ces  valeurs  de  la  fonction  se 
peririutent  les  unes  dans  les  autres  suivant  une  certaine  loi  ;  mais  la  fonction 
symétrique  ne  change  pas.  Cette  fonction  symétrique  est  donc  monodrome.  Puis- 
qu'elle doit  devenir  infinie,  il  faut  que  l'un  des  termes  de  la  somme  devienne 
infini. 

4S.  Théorèmb  XL  —  Toute  fonction  monogène,  qui  a  m  valeurs  pour  cha- 
que valeur  de  %  et  qui  n'admet  qu'un  nombre  limité  ^infinis,  est  raetue  d'unt 
équation  algébrique . 

Représentons  toujours  par  u^  ,  «|,  tf|,. . . ,  u »-i ,  les  m  valeurs  de  »,  et 
considérons  les  fonctions  symétriques 

«o+ttj-HttiH +«*— i. 


savoir,  la  somme  des  m  valeurs,  la  somme  des  produits  deux  à  deux  ,  la  somme 
des  produits  trois  à  trois,  etc.,  enfin  le  produit  des  m  valeurs.  Chacune  de  ces 
fonctions  symétriques ,  étant  monodrome  et  n*ayant  qu'un  nombre  limité  d*infi- 
nis,  est  une  fraction  rationnelle  en  %.  La  fonction  u  satisfait  donc  à  une  équa- 
tion algébrique  du  degré  m,  dont  les  coefficients  sont  des  fractions  rationnelles 
en  s. 

Cette  équation  est  irréductible;  car  si  la  fonction  u  satisfaisait  à  une  équation 
de  degré  moindre,  elle  n'aurait  pas  m  valeurs. 

Corollaire.  —  Une  fonction  définie  par  une  équation  algënique  irré- 
ductible du  m**^  degré  prend  m  valeurs  pour  chaque  wUeur  de  la  variable. 

On  part  de  la  valeur  z^zz^  avec  une  certaine  valeur  initiale  «  =:  «o  «et 
Ton  suit,  pour  aller  à  un  point  quelconque  du  plan ,  soit  le  chemin  rectiligne, 
soit  des  lignes  comprenant  un  ou  plusieurs  points  pour  lesquels  Féquation  a  des 
racines  égales.  Ces  chemins  donneront  m  valeurs  différentes  de  la  fonction  ;  car 
si.  elle  n'en  prenait  qu'un  nombre  moindre ,  elle  satisferait  à  une  équation  de 
degré  inférieur. 

44.  Théorème  XII.  —  Toute  fonction  monodrome  a  monegène,  dont  les 
infinis  et  les  zéros  sont  disposés  par  groupes  égaux  et  équidistants  suivant  une 
certaine  direction,  est  une  fonction  simplement  périodique. 
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Nous  avons  démontré  qn^une  fonction,  monodrome  et  monogène  dans  toute 
rétendue  du  plan,  devient  infinie.  Si  la  fonction  n'admet  qu'un  nombre  limité 
d'infinisj  elle  est  rationnelle.  Si  elle  en  admet  une  infinité,  elle  est  transcendante. 
Parmi  les  fonctions  transcendantes,  les  mathématiciens  ont  étudié  d'abord  les 
fonctions  simplement  périodiques.  Il  est  évident  qu^une  fonction  simplement 
périodique,  monodrome  et  monogène,  devient  infinie  au  moins  une  fois  dans 
lintervalle  de  chaque  période,  sans  quoi  la  fonction  ne  deviendrait  pas  infinie 
dans  toute  l'étendue  du  plan. 

La  plus  simple  des  fonctions  périodiques  est  la  fonction 

izz e  ^  — e*"  " 

14— tang—        /  nu  ntt   y 

♦\^«  «  +e'"    «    ) 

qui  a  pour  période  «.  Si  Ton  partage  le  plan  en  bandes  égales  par  des  parallèles 
à  Taxe  des  y  y  menées  à  la  distance  u,  la  fonction  reprendra  périodiquement  la 
même  valeur  dans  chacune  de  ces  bandes  aux  points  correspondants,  c'est-à-dire 
aux  points  situés  sur  une  parallèle  à  une  même  direction  et  la' distance  cj  les 

uns  des  autres.  La  fonction  tang—»  n'admet  qu'un  seul  infini  et  un  seul  zéro 

dans  chaque  bande  ;  elle  ne  passe  qu'une  fois  par  la  même  valeur. 

Au  moyen  d'une  fonction  monodrome  simplement  périodique  ?  (m)  à  un  seul 
infini,  on  peut  former  une  fonction  simplement  périodique,  ayant  la  même  pé- 
riode, et  dans  chaque  période  des  infinis  quelconques  «,  /9,  y,  .-•,«(  des  zéros 
quelconques  en  même  nombre  a.,  6,  c,  • . . .  Il  suffit  de  prendre  la  fonction 

Lorsqu'une  fonction  monodrome  et  monogène  a  une  infinité  d'infinis  placés  en 
ligne  droite  et  à  égale  distance,  et  une  infinité  de  zéros  placés  aussi  sur  une  ligne 
droite  parallèle  à  la  précédente  et  à  même  distance,  cette  fonction  est  simplement 
périodique.  Car  on  peut  former  une  fonction  simplement  périodique  ayant  les  infi- 
nis et  les  zéros  donnés,  et,  d'après  le  théorème  VII,  la  fonction  proposée  sera  égale 
à  cette  fonction  périodique  multiphée  par  un  rapport  constant. 

Plus  généralement,  concevonTune  fonction  /(jr)dont  les  infinis  et  les  zéros 
soient  disposés  par  groupes  égaux  et  équidistants ,  suivant  une  même  direction. 
Je  dis  d*abord  que,  dans  chaque,  groupe,  il  y  a  autant  de  zéros  que  d'infinis  ; 
supposons,  en  effet,  que  la  fonction  f  [x)  contienne  un  plus  grand  nombre  de 
zéros  que  d'infinis  ;  on  pourra  former  une  fonction  simplement  périodique  F  (js), 

*  f  (x) 

admettant  tous  les  infinis  de  f  {%)  et  une  partie  des  zéros  ;  le  quotient    „  . 

n'ayant  plus  dMnfinijS,  est  constant  ;  donc,  f{s)  ne  peut  avoir  plus  de  zéros  que 
T.  II.  33 
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F  Cr)*  Supposons,  au  contraire,  que  la  fonction  f  (%)  ait  moins  do  léros  que 
d'infinis,  oii  formera  une  fonction  simplement  périodique  F  {%)  admettant  tons 

F  M 
les  lér^  de ^(^  et  une  partie  des  infinis.  Le  quotient    ^\  /  n'ayant  pins  d'in- 

fims,  est  constant;  done  f(%)  a  autant  de  séros  que  F  (jr).  Ainsi,  dans  chaque 
groupe,  le  nomlm  des  xéros  de  laftmction  f{x)  est  le  même  que  celui  des  infi- 
nis. Si  maintenant  on  appelle  F  (jr)  la  fonction  simplement  périodique  qui  admet 

f  W 
ces  infinis  et  ces  zéros,  le  quotient  fjr^  ^tant  constant ,  on  voit  que  la  fone- 

tion  f(%)  est  elle-même  simplement  périodique. 

Si  la  fonction  périodique  n^était  pas  monodrome  et  prenait  m  valeurs  poor 
chaque  valeur  de  jr»  elle  serait  racine  d'une  équation  algébrique  du  degré  », 
ayant  pour  coeflScieqts  des  fonctions  périodiques  monodromes  ;  car  tonte  fonction 
symétrique  des  m  valeurs  de  la  fonction  est  une  fonction  monodrmne. 

J5.  ThéOUÈMe  XIII.  ^  Le  rétidu  intégral  de  toute  fonetitm  doubUment 
périodique^  monodr<me  et  monogène^  relatif  à  Voire  d^un  parallélogramme  da 
périodes,  est  nul. 

H.  Gauchy  appelle  résidu  intégrât  d'une  fonction  monodrome  et  monogène 
f(x),  relatif  à  une  aire  plane  donnée,  la  valeur  de  l'intégrale //(#)  djr,  prise 
le  long  du  contour  de  cette  aire  et  divisée  par  S  tt  t.  D'après  ce  qui  a  été  dit  au 
n*  90»  le  résidu  relatif  à  une  aire  quelconque  est  égal  à  la  somme  des  résidus 
relatifs  aux  aires  infiniment  petites  qui  comprennent  les  points  de  faire  pour 
lesquels  la  fonction  f  (jr)  devient  infinie. 

Nous  supposons  la  fonction  f  (jt)  doublement  périodique.  Représentons  les 
deux  périodes  par  AB  et  AG  ^fig.  9)  ;  des  parallèles  équidistantes  partageront 

¥($.  9. 


le  plan  en  parallélogrammes  dans  lesquels  la  fonction  reprendra  périodiquement 
la  même  valeur.  Gonsidérens  le  résidu  intégral  de  la  fonction  f  {z)  relatif  à  l'aire 
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du  paraUélogramme  AfiDG,  et  Tiotégrale  définie  prise  le  long  du  contour  de  ce 
l»arallélogramme,  parcouru  dans  le  sens  ABDC.  On  a,  par  définition^ 


^m^-'^Jmdz. 


La  fonction  f{%)  étant  la  même  le  long  des  deux  côtés  opposés  AB,  CD  du 
parallélogramme,  il  est  évident  que  l'intégrale  définie,  prise  le  long  de  ces  deux 
lignes,  acquiert  la  même  valeur  ;  mais,  comme  les  deux  côtés  opposés  sont  par- 
courus en  sens  contraire,  les  deux  portions  relatives  à  ces  côtés,  dans  Fintégrale 
définie,  se  détruisent,  et  de  même  les  deux  portions  relatives  aux  deux  côtés 
opposés  BD,  GA.  Ainsi  Fintégrale  définie,  prise  le  long  du  contour  de  ce  parallé* 
logranune,  est  nulle,  et  par  conséquent  le  résidu  intégral  est  nul. 

Ce  théorème  remarqiûdile,  duquel  on  déduit  avec  une  grande  facilité  les  plus 
impartantes  propriétés  des  fonctions  doublement  périodiques,  a  été  aperçu  la  pre- 
mière fois  par  M.  Hermite . 

46.  GoROLLAiRB  I.  —  Twde  fmàian  doublement  périodique^  monodrome 
et  tnonogène,  adsnet  au  moine  deux  infinis  dans  chaque  paraUélogramme  des 
périodes. 

La  fonction,  étant  périodique,  admet  un  premier  infini  dans  chaque  parallélo- 
gramme. Si  elle  n'avait  qu'un  infini  simple  dans  chaque  parallélogramme,  son 
résidu  intégral  relatif  à  ce  paraUé|pgramme  ne  serait  pas  nul  ;  il  y  a  donc  au 
moins  un  second  infini. 

Gette  propriété  sert  de  base  à  la  belle  théorie  des  fonctions  doublement  pério- 
diques professée  par  M.  Liouville  au  Gollége  de  France. 

4T.  GoROLLAiRB.  II.  —  Ckoque  parallélogramme  des  périodes  ret^erme  au- 
tmi  de  xéros  que  â^infinis. 

Gonsidérons  la  fonction  77-/ •  Cette  fonction,  qui  est  doublement  périodique 

comme  la  fonction  propesée  f  (z)^  n'admet  que  des  infinis  simples,  savoir  les 
zéros  et  les  infinis  de  la  fcmction  f{%).  En  effet,  soit  a  un  zéro  de  degré  p  de  la 
fonction  f  (%),  on  aura,  en  développant  en  série, 

f(jr)=A(jr— ay  +  A'Or— a)p+»  +  ...,    * 
d'où  l'on  déduit 

/'(x)=|iA(»— a)^-«  +..., 

^=-£-.+     . 

Ainsi  la  quantité  a.  est  un  infini  simple  de  la  fonction  tt-t*  ^  tkàivi  de 

cette  fonction,  relatif  à  cette  valeur  a,  est  égal  à  p. 

De  môme,  soit  a  un  infini  de  degré  q  de  la  fonction  f  («).  On  aura,  en  déve- 
loppant, 
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.,  ._      B         .  B' 

d'où  l'on  déduit 

/'u)=-(:;;rS)7H-- 

Aiosi  la  quautité  a  est  un  iafioi  simple  de  la  fonction  -yj^  ,    et  le  r&»idu 


est  égal  à  —  y. 

Puisque  la  fonction  '«^  est  doublement  périodique,  le  résidu  intégral  de  cette 
fonction,  relatif  à  Taire  du  parallélogramme,  est  nul  ;  on  a  donc 

ou 

On  en  conclut  que  4.ans  chaque  parallélogramme,  le  nombre  des  zéros  de  la  fonc- 
tion f  {%)  est  égal  au  nombre  de^  infinis,  en  tenant  compte  du  degré  de  chacun 
d*eux. 

Désignons  par  »  le  nombre  des  infinis  de  la  fonction  [{%)  dans  chaque  parallélo- 
gramme, le  nombre  des  zéros  est  aussi  n.  La  fonction  /  (2)  —  A,  qui  a  1»  infinis, 
a  aussi  n  zéros  ;  ceci  montre  que.  dans  chaque  parallélogramme,  la  fonction  fli) 
passe  n  fois  par  nue  valeur  quelconque  A. 

4S.  Corollaire  m.  — Appelons  «i,  ««...i  Xu  les  n  valeurs  de  x  qui,  dans  on 
même  parallélogramme,  correspondent  àla  même  valeur  tf  de  la  fonction  ic=/'(2), 
et  posons 

d*où 

d^ ^^t  ^.^  I  dXm 

du       du       du      *  "  '  *    dtt  ' 

A  chaque  valeur  de  u,  finie  ou  infinie,  correspond  une  valeur  finie  de  C,  augmentée 

de  multiples  des  périodes,  et  une  seule  valeur  du  coefficient  différentiel^ qui 

peut  être  regardé  comme  une  fonction  de  11 ,  mouodrome  et  monogène.  Cette 
fonction  ne  peut  devenir  infinie  pour  aucune  valeur  de  u  finie  ou  infinie  ; 

di 
car,  si  -^  devenait  infinie  pour  tf  =  a,  on  aurait,  en  vertu  du  théorème  V» 

du     (tf— a)p 
et  ^  deviendrait  infinie,  ce  qui  est  impossible.  La  fonction  7-  ne  devenant  pas  infi- 
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nie»  est  une  constante  ;  de  plas,  cette  constante  est  nulle,  sans  quoi  on  aurait 
C  =:  Au  -h  B .  Donc  la  quantité  C  est  elle-même  une  constante. 

M.  Théorème  XIV.  —  Deux  fonctions  doublement  périodiques^  mono- 
drames  et  monogèneSy  ayant  les  mêmes  périodes,  et  chacune  un  nombre  limité 
d'infinis,  sont  fonctions  algébriques  Vune  de  Vautre. 

Soient  u  et  v  deux  fonctions  de  t  doublement  périodiques,  monodromes  et  mo- 
nogènes, et  ayant  les  mêmes  périodes  u  et  &>'.  Désignons  par  n  le  nombre  des  in- 
finis de  la  première  fonction  dans  chaque  parallélogramme  des  périodes,  par  m 
le  nombre  des  infinis  de  la  seconde.  A  une  même  valeur  de  u  correspondent  n 
valeurs  de  ;s,  augmentées  de  multiples  quelconques  des  périodes;  mais  à  chaque 
valeur  de  x,  augmentée  de  multiples  quelconques  des  périodes,  correspond  une 
seule  valeur  de  v;  à  une  valeur  de  u  correspondent  donc  n  valeurs  de  v.  On  en  con- 
clut que  le^  deux  fonctions  «  et  v  sont  liées  entre  elles  par  une  équation  algébrique 
entière,  du  degré  m  par  rapport  à  u,  et  du  degré  n  par  rapport  à  v. 

ftO.  Corollaire  I.  —  Appliquons  ce  théorème  ï  la  recherche  de  la  relation 
qui  existe  entre  la  fonction  doublement  périodique  u=:f{x)  et  sa  dérivée 
u'^f  (x),\jaL  dérivée  est  une  fonction  doublement  périodique  ayant  les  mêmes 
périodes  que  la  fonction- proposée.  Elle  admet  les  mêmes  infinis,  le  degré  de  clia- 
cun  d'eux  étant  élevé  d'une  unité  (no  47)  ;  si  donc  on  désigne  par  n  le  nombre 
des  infinis  de  la  fonction  u,  le  nombre  n'  des  infinis  de  la  fonction  u'  sera  au 
moins  égal  à  n  +  4  et  au  plus  égal  à  2n.  Ainsi  la  fonction  u  et  sa  dérivée  u'  sont 
liées  par  une  équation  algébrique  entière,  du  degré  n  par  rapport  au',  et. du  de- 
gré n'  par  rapport  à  u. 

Soit 

UX"-^Uit*'-i  +  U,tt'-->-h...-hU,=0  (4) 

cette  équation  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  u\ 

La  fonction  u'  ne  devenant  infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  u,  le  premier 
coefficient  Uo  e^t  égal  â  Tunité.  A  une  même  valeur  de  u  correspondent  n 
valeurs  de  %  dont  la  somme  est  constante  (4S),  et,  par  suite,  n  valeurs  de 

dx  4 

T-  OU  de  — ;  dont  la  somme  est  nulle  ;  il  eu  résulte  que  ravant-dernier  coeffi- 
du  u'  ^ 

cient  U».i  est  égal  à  zéro. 

La  plus  simple  de&  fonctions  doublement  périodiques  est  la  fonction  à  deux  in- 
finis. Dans  ce  cas,  Téquation  se  réduit  à 

ii'«  +  U,  =  0,  («) 

U^.  étant  un  polynôme  entier  en  u  du  troisième  ou  du  quatrième  degré. 

Cette  liaison  algébrique  entre  une  fonction  doublement  périodique  quel- 
conque et  sa  dérivée  a  été  remarquée  par  M.  Méray,  élève  de  l'École  nor 
maie. 

M.  Corollaire  II.  —  Proposons-nous  maintenant  d'exprimer  une  fonc- 
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tion  doublement  périodique  v,k  m  infinis,  su  moyen  d^une  fonction  doubtement 
périodique  u  à  deux  ii^nis  et  aux  mêmes  périodes*  Les  deux  fonctions  sont 
liées  par  une  équation 

Lv»— fMv+P=0, 

du  second  degré  par  rapport  i  v  et  du  degré^  m  par  rapport  i  u. 
Si  Ton  pose* 

celte  équation  devient 

M*— (m;«-LP)=0.  (4) 

La  foncttOD^fc  est  une  fonction  monodrooM  doublement  périodique  par  rapport 
à  s,  comme  la  fonction  «•  A  chaque  valeur  de  «  correspondent  deui  Talemrs  ^i  et 
s,  de  Zf  lesquelles  douent  pour  u'  deux  valeurs  égales  et  de  signes  ccmtraires, 

et  de  même  pour  to.  Ainsi  le  quotient  -y  est  monodrome  par  rapport  à  ti  ; 

c'est  une  fonction  entière.  En  effet,  si  Ton  appefle  9  la  somme  constante  s^  -\-  S|» 
on  a  f  (2;}=:  — f'  («  — s),et  Ton  voit  que  k  fonction  u'  admet  les  quatre 

xéros  VT"'*'*'  V+  "•»•"+  ■   ^    '«  La  fonction  «0  admet  aussi  ces 

quatre  zéros.  D'un  autre  cêté,  l'équation  (4)  ayant  son  premier  coefficient  égal 
à  Tunité,  la  fonction  w  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  «•  Le 

w 
quotient  ^ ,  monodrome  par  rapport  à  »  et  ne  devenant  infini  pour  aucune 

valeur  finie  de  U|  est  donc  une  fonction  entière  de  «  ;  cette  fonction  est  d«  degré 
m  —  S.  Si  nous  la  désignons  par  N,  nous  aurons  la  formule 

V  =      ^     ,  (5) 

dans  laquelle  L,  M,  N  représentent  des  polynômes  entiers  en  tt;  les  deux  pre- 
miers du  degré  m  au  plus,  le  troisième  du  degré  m  —  S. 

Ainsi,  une  fonction  doublement  pérhdique  à  m  infinie  ^exprime  rotiour 
nettement  au  moyen  d'une  fonction  à  deux  infinis  cuâD  mimes  périodes,  et  de 
sa  dérivée. 

Cette  proposition  trèa  importante  est  due  i  M.  LiouviHe»  qui  Fa  démontrée 
par  d'autres  considérations. 

ê%.  Les  fonctions  simplement  périodiques  Jouissent  de  propriétés  analogues  ; 
mais  ceci  suppose  que  les  fonctions  deviennent  infinies  sans  devenir  indétermi- 
nées*; autrement  la  relation  ne  serait  plus  algébrique.  Cherchons,  par  exemple, 
la  relation  qui  existe  entre  une  fonction  simplement  périodique  monodrome 
vz=:f{M),  qui  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  s^  et  la  fonction 

«  =  •  o  .  A  chaque  valeur  fmie  de  u  correspond  une  valeur  finie  de  v  et  une 
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seule,  excepté  pour  u  z=:  0  ;  donc,  en  vertu  du  théorème  II,  v  est  développable 
en  une  double  série  convergente  suivant  les  puissances  positives  et  négatives 
Aeujce  qfà  donne  le  développement  de  Fourier. 

I^S.  Tréorèmb  XV.  —  Lorsqu'une  fonction  monodrome  a  ses  infinis  et 
ses  zéros  disposés  par  groupes  égaux  et  équidisUints  suivant  deux  directions 
dtfférmteSy  et  que^  dans  chaque  groupe^  le  nombre  des  zéros  est  le  même  que 
ceiui  des  infinis^  et  la  somme  des  zéros  la  même  que  celle  des  infinis^  la 
fonction  est  doublement  périodique. 

M.  liouville  a  fait  voir  comment ,  avec  une  fonction  monodrome  doublement 
périodique  f  (x)  à  deux  infinis ,  on  peut  former  une  fonction  doublement  pério- 
dique F  {z)  ayant  les  mêmes  périodes,  un  nombre  quelconque  d'infinis  et  un 
pareil  nombre  de  zéros  donnés ,  pourru  que  la  somme  des  zéros  égale  celle  des 
infinis. 

Il  existe  donc  une  fonction  doublement  périodique  F  (x)  ayant  les  infinis  et 
les  zéros  de  la  fonction  proposée  f  {x)  ;  le  rapport  de  ces  deux  fonctions  étant 
constant,  on  en  conclut  que  la  fonction  proposée  est  elle-même  doublement  pé- 
riodique. 

54*.  Nous  avons  cherché,  dans  ce  premier  Mémoire,  à  réunir  les  éléments 
et  à  asseoir  les  bases  solides  de  la  nouvelle  théorie  des  fonctions.  Dans  ce  but, 
nous  aivons  mis  à  profit  les  travaux  de  MM.  Cauchy,  Liouville,  Hermite  et  Pui- 
seux.  Lldée  preQiière  appartient  à  M.  Cauchy. 

Les  plus  importantes  des  fonctions  sont  les  fonctions  monodromes  et  mono- 
gènes. Les  trois  premières  catégories  de  fonctions  monodromes  comprennent 
les  fonctions  rationnelles,  les  fonctions  simplement  périodiques  et  les  fonctions 
doublement  périodiques.  Toute  fbnction  monodrome,  qui  ne  peut  être  rangée 
dans  Tune  de  ces  trois  catégories ,  constitue  une  transcendante  nouvelle.  Les 
transcendantes  se  distinguent  les  unes  des  autres  par  la  loi  de  distribution  de 
leurs  infinis. 

On  peut  regarder  les  équations  différentielles  comme  la  source  inépuisable  des 
transcendantes  nouvelles.  Nous  nous  sommes  occupés  ailleurs  de  l'étude  des  fonc- 
tions définies  par  des  équations  différeatieUes. 


II.  —  Sur   les   fonctions   elliptiques  ; 

PAR   MM.    BRIOT   ET   BOUQUET  (*). 


S^.  Legendre  a  été  conduit  aux  fonctions  elliptiques  par  Tétude  de  Tiotégrale 
transcendante 


dans  laquelle  R  représente  un  polyntoe  entier  en  u  du  troisième  ou  du  quatrième 
degré.  Mais  l'intégrale  n*étant  pas  une  fonction  monodrome  de  «,  et  admettant 
une  infinité  de  valeurs  pour  chaque  valeur  de  ti,  il  convient,  au  contraire,  de 
prendre  %  pour  variable  indépendante  et  de  regarder  u  comme  une  fonction  de  t. 
Cette  fonction  sera  définie  par  Téquation  différentielle 

au       ^— 

Nous  allons  démontrer  d'abord  que  la  fonction  u  de  2  définie  par  cette  équation 

différentielle  est  une  fonction  monodrome,  comme  les  fonctions  e*,  sin  %  ;  nous 

verrons  ensuite  qu'elle  est  doublement  périodique. 

du 
On  doit  à  M.  Caucby  ce  théorème  remarquable  :  tant  que  la  dérivée  ^^  reste 

fonction  monodrome  de  t»  et  de  s  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs,  la  fonc- 
fien  intégrale  u  est  elle-même  une  fonction  monodrome  de  s.  Nous  admet- 
tons ce  théorème,  renvoyant  le  lecteur  à  la  démonstration  très  simple  que  nous  en 
avons  donnée  dans  le  XXI*  cahier  du  Journal  de  l'Ecole  polytechnique,  page  56. 

S6.  Supposons  d*ahord  le  polynôme  R  du  troisième  degré  et  proposons-nous 
d* étudier  la  fonction  définie  par  Téquation  différentielle 

2|=|/(u— aKtt  — 6)(»-c),  (4) 

i  laquelle  on  joint  la  condition  u  ==  0  pour  2  =r  0.  Il  faut  indiquer  en  outre  le 
signe  avec  lequel  on  prend  le  radical  pour  2  »  0  ;  nous  désignerons  par  U. 
cette  valeur  initiale  du  radical.  Le  radical  cesse  d'être  monodrome  pour  les  va- 
leurs de  u  voisines  de  Tune  des  quantités  a,  ft,  c,  qui  annulent  le  radical.  H  £siut 


(•)  Extrait  d'oD  ouTrage  intitnlé  :  Théorie  des  fonctiom  imtklemetu  périodiquei^  ei  m 
pertioUier  ieê  fonctm$  elliptiques ,  ptr  MM.  Briot  tt  Boaqnet. 
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examiàer  si«malgré  cette  circoDstanc6,la  fonction  intégrale  reste  monodrome.  Sup- 
posons que  pour  2  :=  x.  la  fonction  u  devienne  égale  à  a;  si  Ton  pose  u  =  a  +  u", 
1  équation  devient 

du' 


^  =  J|/(a-6+tt'«)  (a^+u'*). 


Le  radical  étant  fonction  monodrome  de  u'  pour  les  valeurs  de  u^  suffisamment 
petites,  il  en  résulte  que  u'  et  par  suite  u  reprend  la  même  valeur  quand  la  va- 
riable z  tourne  autour  du  point  ;r,.  Ainsi  la  fonction  u  reste  fonction  monodrome 
de  X  tant  que  cette  fonction  conserve  une  valeur  finie. 

Mais  la  fonction  intégrale  peut  cesser  d*ôtre  monodrome  d'une  autre  manière, 
c'est  lorsque  la  fonction  ti  devient  infinie  pour  une  valeur  finie  de  2  ;  et  il  y  a  lieu 
de  tenir  compte  de  cette  circonstance,  car  l'intégrale 


f. 


du 


•   K(u-a)  («-(>)  (u-e) 


tend  vers  une  valeur  finie,  quand  u  augmente  indéfiniment  suivant  une  direction 
quelconque.  Soit  donc  a  une  valeur  de  jr  pour  laquelle  u  devient  infinie.  Posons 

jr=:aH-«',  1*=:-.; 

V 

l'équation  différentielle  devient 

^^=— 1/(4— av)  (4—6»)  (4— cv); 


dz 
et  rôn  fait  ensuite 


v=:v\ 


elle  se  réduit  à 

^,  =  — jV(«-at;'->  d-ôv'")  (4-ct;'«)  (î) 

et  Ton  a  v'  =:  0  pour  zf  ==  0.  La  fonction  v'  définie  par  l'équation  (2)  restant 
monodrome  dans  le  voisinage  de  zf  =  0,  il  en  est  de  même  de  la  fonction  u.  On 
en  conclut  que  u  est  une  fonctiou  monodrome  de  z  dans  toute  l'étendue  du  plan. 

S7.  Etudions  maintenant  la  fonction  inverse 

■ 

du 


/. 


0 1/  {u—a)  {u — h)  (u — c) 

Dans  le  plan  qui  sert  à  figurer  la  variation  de  Uj  marquons  les  trois  points 
a,6,c,  désignons  par(Â),(B),(G),les  trois  contours  élémentaires  correspondants 
et  appelons  A,  B,G  les  valeurs  de  l'intégrale  définie  relative  à  ces  conteurs.  Tous  les 
chemins  qui  vont  de  l'origine  à  un  point  quelconque  M  du  plan  peuvent  être  ramenés 
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au  chemin  rectiligne  OM,  ou  à  ce  chemin  recUIigne  précédé  de  Pun  des  contours 
élémentaires  ou  d'une  combinaison  de  ces  contours.  Appelons  jk  la  valeur  de  Finté- 
grale  rectiligne  OM.  Tous  les  chemins  qui  se  ramèneut  au  chemin  rectiligne  sans 
passer  par  aucun  des  points  a,  b^  e  donnent  la  même  valeur  z.  Supposons  «pie  la  n- 
riable  u  décrive  d'abord  le  contour  élémentaire  (A),  le  radical,  changeant  de  signe» 

Fif.  10. 


reviendra  à  Porigine  avec  la  valeur  -^  Uo»  de  sorte  que  si  ti  parcourt  ensuite  le 
chemin  rectiligne  OM,  llntégrale  prendra  la  valeur  —  2:,  en  tout  A  — x  .  Suppo- 
sons maintenant  que  la  variable  u,  après  avoir  décrit  le  contour  (A),  décrive  en- 
suite le  contour  élémentaire  (B),  par  un  second  changement  de  signe  le  radicad 
reviendra  à  l'origine  avec  sa  valeur  initiale  U,,  l'intégrale  ayant  alors  la  valeur 
A  —  B;  si  l'on  marche  ensuite  suivant  un  chemin  quelconque,  on  voit  que  lln- 
tégrale sera  augmentée  de  la  quantité  constante  A  —  B;  par  ezemple^si  Ton  suit  le 
chemin  rectiligne  OM,  on  aura  A  —  B  -»-  s.  La  variable  «  pouvant  décrire  le 
double  contour  (A)  +  (6)  autant  de  fois  que  Ton  veut,  l'intégrale  sera  augmentée 
d'un  multiple  quelconque  de  la  quantité  constante  «0  =  A  —  B,  qui  constitue  ainsi 
une  première  période.  On  aura  de  même  deux  autres  périodes  m'  s=A  — C« 
«•"^=6  —  G;  maiscommeM"  =  M'— «A,  cette  troisième  rentre  dans  les  deux 
premières.  Si  Ton  parcourait  deux  fms  successivement  le  même  contour  (A),  00 
reviendrait  i  la  valeur  initiale  U,  du  raëeal  ;  Biais  hi  valeur  de  llmégrale  A  —  A 
serait  nulle.  Ainsi,  il  n'y  a  pas  d'autre  période  que  les  deux  que  nous  venons 
de  trouver. 

M.  11  résulte  de  ce  qui  précède  qu'à  chaque  valeur  de  u  correspondent  deux 
séries  de  valeurs  de  %  représentées  par  les  formules 

dans  lesquelles  m  et  m'  désignent  des  nombres  entiers  quelconques  positils  ou 
négatifi.  Les  valeurs  B  —  s,  G  ^  x,  que  l'on  obtiendrait  en  parcourant  d'abord 
l'un  des  contours  (B)  ou  (G),  puis  le  chemin  rectiligne  OM,  rentrent  dans  la 
seconde  série;  car  B=»A+B— A==A— i.>,G=A+  G— A=A— «'.  Réciproquement, 
on  conclut  de  là  que  «  est  une  fonction  monodrome  de  s  doublement  périodique  ; 
quand  la  variable  x  augmente  ou  diminue  de  Tune  des  quantités  ••  et  «t',  la 
fonction  u  reprend  la  même  valeur. 
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Dans  le  plm  qui  sert  à]  figurer  la  variation  de  s,  portons  à  la  suite  les  unes 

des  autres  les  longueurs  00|,  0|  o,, égales  à  la  première  période  co,  les 

longueurs  oo',  oV,  o'*  o"\  égales  à  la  seconde  période  «>^  par  les  points  o,  o\  o", 

Fta.  il. 


menons  des  parallèles  àoO|,  et  par  les  points  o^,  Osi.*.  des  parallèles  à  oo'.  Ces 
parallèles  diviseront  le  plan  en  paraUélogrammes  égaux,  dans  lesquels  la  fonc- 
tion «  reprendra  périodiquement  la  même  valeur.  Dans  chaque  parallélogramme, 
la  fonction  u  passe  deux  fois  par  tous  les  états  de  grandeur  et  la  somme  des  deux 
valeurs  de  %  qui  correspondent  à  la  même  valeur  de  u  est  constante  et  égale  à  A, 
en  négligeant  les  multiples  des  périodes. 
La  fonctipn,  dans  chaque  parallélogramme,  admet  deux  zéros  simples,  szzO, 

2  =  A>  et  un  inSi»  douhle  jr  =  —  ;  car  Téquation  (2)  montre  que  2'=0  ou  x=a 

est  un  zéro  simple  pour  v\  et  par  conséquent  un  infini  double  pour  u. 

S0.  La  méthode  précédente  s'applique  sans  difficulté  à  Téquation  dilTéren- 
tielle 


^=l/(u-a)  (u-6)  (u-c)  (u-d). 


du 


(3) 


fonction 


à  laquelle  on  joint  les  conditions  u  =  0«-t^  =  U,  pour  js  =  0.  La 

tt  reste  menodrome,  même  dans  le  voisinage  des  valeurs  a,  ^,  e»  d,  pour  lesquels 
la  dérivée  cesse  â*être  monodrome  par  rafport  à  «.  Soit  «  me  valeur  de  z  qui 
rend  u  infini  ;  si  Ton  pose 


réquation  devient 
dv 


j-,=—  |/|4— w)  (4— èv)  (4— cv)  (4— dw). 


(4) 


et  Ton  a  la  condition  «  =  0  pour  ;('  »  0.  La  fonction  v  restant  monodrome  dan» 
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le  voisinage  de  «'=:  0,  il  en  est  de  même  de  u .  Ainsi  la  fonction  u  est  monodrome 
dans  toute  retendue  du  plan. 
Considérons  maintenant  la  fonction  inverse 


=r: 


du 


|/(tt-Hi)  (I*— 6)  (u— c)  (I*— d) 


Dans  le  plan  relatif  à  la  variable  »,  marquons  les  quatre  points  a,  b,  c,  i, 
dans  Tordre  où  ils  se  présentent  quand  on  fait  tourner  le  rayon  vecteur  dans  un 
sens  déterminé ,  et  considérons  les  contours  élémeutaires  qui  enveloppent  ces 


Fig.  i% 


différents  points.  Comme  nous  Tavons  expliqué  plus  haut»  quand  la  variable  » 
parcourt  successivement  deux  contours  élémentaires,  on  ramène  à  Torigine,  par 
deux  changements  de  signe,  la  valeur  initiale  du  radical  ;  il  en  résulte  les  six 
périodes 

A— B,  A  — C.A— D, 

B— C,  B— D,  C— D; 

mais  ces  six  périodes  ne  sont  pas  distinctes  :  on  remarque  d'abord  que  les 
trois  dernières,  étant  des  combinaisons  des  trois  premières ,  rentrent  dans 
celles-ci.  Nous  allons  faire  voir  maintenant  qne  les  trois  premières  périodes 
se  réduisent  à  deux. 

De  Torigine  comme  centre,  avec  un  tiès  grand  rayon  OL,  décrivons  un  cerclf , 
et  supposons  que  la  variable  u  parcoure  d*abord  la  droite  OL ,  puis  décrive  U 
circonférence  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche,  et  revienne  à  l  origine  par  la 
droite  LO.  Ce  contour  fermé  équivaut  évidemment  à  la  somme  des  quatre 
contours  élémentaires  (A)  +  (6)  +  (C)  +  (D)  parcourus  dans  Tordre  indiqué  : 
ce  qui  donne  Tintégrale  A  —  B  +  C-^D.  Le  radical ,  ayant  éprouvé  quatre 
changements  de  signe»  reprend  i  Torigine  sa  valeur  initiale  U«;  quand  la  variable, 
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après  avoir  parcouru  la  droite  OL,  a  décrit  la  grande  circonférencei  le  radical 
reprend  donc  au  point  L  la  même  valeur,  et ,  par  suite ,  la  seconde  intégrale 
recliligne  LO  détruit  la  première  OL;  il  reste  à  évaluer  Tintégrale  circulaire. 

Si  l'on  pose  js  =  re  '^ ,  cette  intégrale  a  pour  expression 


/ 


»«-*'.  d9 


<   '1/(1  -^«-«O  (1-;e-»0  («-;e-«0  O-;«-«0; 

T  T  T  T 

quand  le  rayon  augmente  indéfiniment ,  cette  intégrale  tend  vers  zéro.  Ainsi 
l'intégrale  relative  au  contour  fermé  OLL'LO  est  nulle.  11  en  résulte  la  rela- 
tive 

A— B+C— D=0; 
d'où 

A  — D=B-C=(A-C)— (A  — B), 

ce  qui  fait  rentrer  la  troisième  période  A  —  D  dans  les  deux  premières. 
Ainsi  la  fonction  u  est  doublement  périodique  ;  elle  admet  les  deux  périodes 
ai  =  A— C,  »'  =  A— B. 

Si  Ton  néglige  les  multiples  des  périodes,  on  voit  qu'à  chaque  valeur  de  « 
correspondent  doux  valeurs  de  2,  savoir  :  l'intégrale  rectiligne  »  et  A^jr,  les 
autres  valeurs  B  —  jr,  G  —  s,  D  —  jr,  rentrant  dans  la  seconde  par  des  addi- 
tions de  périodes.  La  somme  de  ces  deux  valeurs  est  constante  et  égale  à  A. 

Dans  chaque  parallélogramme  des  périodes ,  la  fonction  tt  passe  deux  fois 
par  tous  les  états  de  grandeur;  elle  admet  deux  zéros  simples  2  =  0,  Ji^=A, 
et  deux  infinis  simples  2= «,  jr  =  p.  L'équation  (4)  montre  en  effet  que  x=  a 
est  zéro  simple  pour  v,  et  par  conséquent  infini  simple  pour  u, 

60.  La  fonction  elliptique  est  définie  par  Féquation  différentielle 

^^l/(1-tt*M*~*V)  (5) 

dans  laquelle  g  ei  k  sont  deux  paramètres  arbitraires.  On  suppose  que  pour 
s  =z  0,  la  fonction  a  la  valeur  initiale  u  =  0  et  le  radical  la  valeur  +  4. 
Cette  équation  rentre,  comme  cas  particulier,  dans  celle  que  nous  avons  étudiée. 
Ainsi  la  fonction  qu'elle  définit  est  monodrome  et  doublement  périodique.  Nous 
désignerons  par  X(2)  cette  fonction,  et,  pour  abréger,  nous  représenterons 
le  radical  par  A 11.  ^ 

La  forme  particulière  du  polynôme  du  quatrième  degré,  placé  sous  le  radical, 
donne  à  la  fonction  elliptique  certaines  propriétés  remarquables  que  nous  allons 
énumérer. 

On  voit  d'abord  que  la  fonction  est  impaire  ;  car  si  l'on  Mi  varier  u  dans 
deux  directions  opposées,  l'intégrale  définie 
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J  •9^'^ 


acquiert  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  ;  on  a  donc 

X(-«)=-X(«). 
Les  ((oalre  racines  du  polynôme,  placé  sous  le  radial  sont  4.  4,  _  4, 

-•-  —j^^ i  ;  *  *^  racines  eerrespondent  les  quatre  points  a,  c,  6,  d. 

Fig,  43. 


Puisque  G  =1—  A,  la  première  période  est 


'/. 


EL 

gnu' 


cette  intégrale  étant  prise  suivant  le  chemin  rectiligne  0  a. 

Pour  évaluer  la  seconde  période  «•'  =  A  -*  B,  il  faut  parcourir  successive- 
ment les  deux  contours  (A)  +  (B).  Ce  double  contour  équivaut  au  contour  fer- 
mé 0  t^'a^ûi  61  l/lFb  ifl^  û'  0;  à  cause  des  deux  changements  de  signe,  le  ra- 
dical reprend  en  a'  la  même  valeur,  de  sorte  que  les  deux  portions  redîli- 
gnes  oa'  et  a'  0  se  détruisent.  L*intégrale  se  réduit  à  la  droite  a^  6|  parooonie 
dans  un  sens  et  dans  Tautre  avec  des  signes  contraires  ;  on  a  donc 


du 
gàu 


cette  intégrale  étant  prise  suivant  le  chemin  rectiligne  a  b. 
Les  deux  valeurs  de  s  qui,  dans  chaque  parallélogramme,  correspondent  à  une 

même  valeur  de  t»,  sont,  abstraction  faite  des  périodes,  s  et  A  —  s  ou^i!— s , 
dont  la  somme  est  constante  et  taie  à  ^.  On  en  déduit  cette  relation 


et  par  suite 
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^(|  +  «)=-xw.  (II) 

La  îontûon  admet  les  deux  zéros  simples  a=0,  «  =  2;onaaussix/^"*)=:4, 
puisqu'en  faisant  varier  u  de  0  à  4  eu  ligne  droite,  Fintégrale  définie  z  acquiert 
la  valeur  j.  On  voit  parla  que,  relativement  à  la  première  période  »,  la  fonction 

X  (x)  jouit  de  propriétés  analogues  à  celles  de  la  fonction  simplement  périodique 

„•    8  ic  ^ 
sm  . 


ta 


1 

Cherchons  maintenant  les  deui  infînis.'Supposons  que  la  variable  tt,  partant 
de  tf  =  0,  s'éloigne  à  l'infini  suivant  un  chemin  quelconque,  on  obtiendra  une  va- 
leur finie  de  z. 

Posons 

il  vient 

f    K  du' 

^"^  J       9^' 

Or  rien  «'empêche  de  supposer  le  chemin  suivi  par  la  variable  u  tel  que  le  che- 
min correspondant  suivi  par  la  variable  u'  soit  rectilignc;  on  a  donc  a  =  —  îi. 

t^a^^âT*  ^^  second  chemin  allant  de  «  =  0  à  tf=«o  donnera  -  —  a 

^  t        * 

Fig.  U. 


c'est-i-diré  J— *•  ou^+---Les  autres  chemins  conduisent  aux  mêmes 
valeurs  augmentées  ou  diminuées  de  multiples  des  périodes.  Ainsi  dans  chaque 
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parallélogramme  la  fonction  X  (m)  admet  les  deux  infinis  simples  %  =^,s  z=~^ . 

*  z 

La  figure  (4  4)  indique  la  distribution  des  zéros  et  des  infinis  dans  le  plan 
relatif  à  la  variable  jr,  les  points  ronds  se  rapportant  au  zéros,  les  étoiles  aux 
infinis. 

Posons 

la  nouvelle  fonction  v  satisfait  à  Téquation  différentielle 


^^-flfV/l-v'jCI-A't;*) 


et  S'évanouit  pour  z'  =>  0»  la  valeur  initiale  du  radical  pour  x'^0  étant  ±  I .  On 
a  donc  v  s»  db  X  (jr'  )  suivant  le  signe  du  radical,  ce  qui  donne  la  relation 

>^(^-hz')=±zr — rr-  Si  dans  cette  relation  on  fait«=z^,  il  vient 
X  V T'^T^'"  ~^  I*  ^  ^^  ^^^^  ^^  déterminer  le  signe;  on  sait  qu'à  la 
valeur  u  »  ^,  par  Tintégration  rectilipe  suivant  o6,  correspond  la  valeur 


=  |-  =»y  -h  Y"  ;  on  a  donc 


(î+r)=î. 


ce  qui  nous  apprend  que,  dans  Téquation  (^  le  radical  a  la  valeur  initiale  -r  4 , 

et  par  suite   la  dérivée  ^,  la  valeur  initiale  +  4.  On  en  conclut  la  relation 
importante 


<ï'-)=^,- 


an) 


qui  n'a  pas  son  analogue  dans  le  sinus,  mais  dans  la  tangente. 

En  résumant  ce  qui  précède,  on  voit  que  la  fonction  elliptique»  définie  par 
l'équation  (5)  est  une  fonction  monodrome  doublement  périodique  impaire,  ayant 
pour  périodes 


au 


gàu 

Elle  admet  dans  chaque  parallélogramme  deux  zéros  s  =i  o,  jr  =  — ,  et 

deux  infinis  simples  t  =  ,  s  es  --  •  elle  passe  deux  fois  par  chaque  valeur» 

et  les  deux  valeurs  de  x ,  qui  correspondent  à  une   même   valeur  de   la 
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fonetion,  présentent  une  somme  constante  et  égale  à  -^.  Elle  jojit  des  propriétés 
suivantes  : 

On  a  d'ailleurs 

>(ï)=''  <"î+r)4 

61.  L'équation  (5) ,  par  laqiielle  nous  avons  défini  la  fonction  elliptique, 
renferme  deux  paramètres  arbitraires  ^  et  le ,  et  l'on  conçoit  que  les  deux  pé- 
riodes tû  et  tù\  qui  s'en  déduisent ,  puissent  recevoir  toutes  les  valeurs  possi- 
bles; nous  désignerons  cette  fonction  par  le  signe  \  {x,  g^  k)^  indiquant  ainsi* 
les  deux  paramètres  flf  et  k  dont  elle  dépend. 

Mais  on  peut  ramener  la  question  au  cas  où  ^  =  4  ;  Féquation  différentielle 

^=l/(1-tt«)(4— kV)  (6) 

az 

ne  renferme  plus  alors  qu'un  seul  paramètre  k ,  auquel  on  donne  le  nom  de 
module;  la  fonction  elliptique  qu'elle  définit  sera  représentée  par  le  symbole 
X  (  jT,  4 ,  fc)»  ou  plus  simplement  X  (x^  k)^  en  sous-entendant  le  premier  para- 
mètre qui  est  égal  à  l'unité.  L'équation  (5)  pouvant  se  mettre  sous  la  fortne 

*L=|/^(4-««)(4-*V). 
d{g^) 

on  voit  que 

l{z,gM  =  X  ^i,k). 

Si  l'on  appelle  »  et  w'  les  deux  périodes  de  la  fonction  x  (x,  k),  celles  de  la 

fonction  X  (gz^  k)  seront  —  et—  §  ainsi ,  quand  on  change  la  valeur  du  para- 

mètre  g,  lés  deux  périodes  varient  dans  le  même  rapport.  Il  résulte  de  là  que  la 
valeur  du  module  k  ne  dépend  que  du  rapport  des  périodes  ;  après  avoir  déter- 
miné ce  module  de  manière  que  le  l'apport  des  périodes  ait  une  valeur  donnée,  on 
pourra  disposer  du  paramètre  g  de  manière  que  les  périodes  aient  des  va- 
leurs données. 

63.  La  fonc^on  elliptique  a  été  l'objet  des  remarquables  travaux  de  Legendrd, 
Abel  et  Jacobi.  Mais  ces  grands  géomètres  se  sont  bornés  au  cas  où  le  module 
est  réel  et  moindre  que  l'unité. 

Dans  ce  cas,  la  fonction  inverse,  donnée  par  l'intégrale  définie 


/, 


^(^— 1**)(4— JkV) 
ne  reste  réelle  que  si  u  varie  du  -^  4  à  +  4  ;  si  l'on  pose  uzz  sin  9,  il  vient 

J  ,l/^4-fc*8in«^       J    .  ^^   ' 
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en  désignant  par  A  y  le  radical  1/4—**  ain.»  f.  Legendre,  qui  ne  s^occupait 
que  de  la  quadrature  ou  de  la  fonction  inverae,  regardait  Tangle  9  comme  Tarn- 
plitude  de  la  valeur  %  de  Fintégrale  définie.  Jaeobi,  qui,  avec  Abel,  a  le  pre- 
mier envisagé  la  fonction  directe  «9  a  été  conduit,  d'après  cela»  à  représôiter 
cette  fonction  directe  par  le  symbole  m  am  jr,  (c'est-à-dire  sin  f  ,  ou  sinus 
amplitude  z)  ;  il  représentait  de  même  la  fonction  |A(;r)  ou  eot  f  par  co»  cm»  z  et 
la  fonction  v  (g),  ou  A  7  par  A  om  z.  Mais  nous  préférons  conserver,  même 
dans  ce  cas  particulier,  pour  représenter  les  trois  fonctions  directes,  les  signes 
^  (')»  V'  (z)  V  (z),  qui  sont  beaucoup  plus  simples  et  plus  commodes  dans  le 
calcul. 

Lorsque  le  paramètre  k  est  réel  et  moindre  que  Tunité ,  la  première  pé- 
riode 


est  rMle,  la  seconde 


\/(ii«-4)(4— JkV) 

est  imaginaire.  Si  Ton  pose  fc"  +'*'•  =  4,  fc»  «•  +  fc'«tt'»=  1,  cette  der- 
nière intégrale  devient 


p     du       _  ,.  r 

J,V^(4-tt'«)(4-ik'V)  1/ 


Le  UMMlule  complémentaire  k'  étant  aussi  réel  et  moindre  que  Punité ,  la 
fonction  x  (x,lf)  admet  également  une  période  réelle  «»|  et  une  imaginaire  »\. 

En  vertu  de  la  formule  précédente,  on  a  w'  «  •—.  La  période  imaginaire  de 

to^fonction  X  (s,  k)  égale  la  moitié  de  la  période  réelle  de  la  fonction  >  {%,k') 
divisée  par  t. 
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